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Resumen

Esta investigacion presenta una propuesta didactica orientada a facilitar el transito entre
diferentes registros de representacion semidtica en el aprendizaje de conceptos matematicos
relacionados con la resolucién de problemas de optimizacién, a partir de la implementacién de la
geometria dindmica, particularmente, GeoGebra. La propuesta se fundamenta en la Teoria de los
Registros de Representacién Semiotica de Duval y el Enfoque Ontosemidtico, adoptando un método
cualitativo, cuyo objetivo es comprender cémo los estudiantes de educacidn media emplean
diversos registros (numérico, grafico, geométrico, algebraico y verbal) al abordar tareas de

optimizacién.

En la implementacién se realizd un taller compuesto por tres sesiones que incluyé la
manipulacion fisica del papel como estrategia de modelacidn concreta, la representacion grafica de
relaciones funcionales, la inferencia algebraica y la exploracion interactiva con GeoGebra. La
recopilacion de datos se realizo a través de la exploracién de las producciones de los estudiantes,

observaciones directas en el aula y un andlisis de los procesos de resolucidn.

Los resultados evidencian que los estudiantes realizaron transiciones significativas entre los
registros grafico, numérico y geométrico, siendo GeoGebra un recurso fundamental para reforzar el
razonamiento funcional y validar resultados. Sin embargo, se identificaron dificultades en la
transicidn del registro numérico al algebraico, lo cual requiere implementar estrategias pedagdgicas
gue fomenten la formalizacién simbdlica. Esta propuesta aporta al ambito educativo matematico al
enfatizar la relevancia del uso coordinado de registros semidticos y herramientas tecnolégicas para

enriquecer la comprensidn de los objetos matematicos, promover un pensamiento flexible,



establecer conexiones conceptuales y facilitar una participacién activa en la resolucién de

problemas.

Abstract

This research presents a didactic proposal aimed at facilitating the transition between
different registers of semiotic representation in the learning of mathematical concepts related to
solving optimization problems, based on the implementation of dynamic geometry, specifically
GeoGebra. The proposal is based on Duval's Theory of Registers of Semiotic Representation and the
Ontosemiotic Approach, adopting a qualitative method aimed at understanding how high school
students use different registers (numerical, graphical, geometric, algebraic, and verbal) when

approaching optimization tasks.

The implementation involved a three-session workshop that included the physical
manipulation of paper as a concrete modeling strategy, the graphical representation of functional
relationships, algebraic inference, and interactive exploration with GeoGebra. Data collection was
conducted through exploration of student productions, direct classroom observations, and a

thorough analysis of problem-solving processes.

The results show that students made significant transitions between graphical, numerical,
and geometric registers, with GeoGebra being a fundamental resource for reinforcing functional
reasoning and validating results. However, difficulties were identified in the transition from
numerical to algebraic registers, which requires the implementation of pedagogical strategies that
foster symbolic formalization. This proposal contributes to the field of mathematics education by
emphasizing the importance of the coordinated use of semiotic registers and technological tools to
enrich the understanding of mathematical objects, promote flexible thinking, establish conceptual

connections, and facilitate active participation in problem-solving.
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Introduccion

La ensefianza de las matematicas ha experimentado una transformacidn significativa con la
incorporacion de las tecnologias digitales como herramientas mediadoras en los procesos de
ensefianza y aprendizaje. Estas tecnologias se han integrado progresivamente en los disefios
curriculares de todos los niveles educativos, tanto en la educacién formal como no formal. Como
sefiala Zangara (2009), desde la educacion inicial hasta los niveles superiores, el uso de herramientas
tecnoldgicas ha enriquecido la manera en que se ensefan y aprenden las matematicas, al ofrecer

nuevas posibilidades de representacioén, exploracién y comprensién de los conceptos matematicos.

En particular, la geometria dindmica ha emergido como una herramienta poderosa que
facilita la realizacion de construcciones geométricas. Gracias a su naturaleza interactiva, permite
manipular objetos geométricos dentro de una construccidn, conservando las relaciones geométricas
establecidas o generando nuevas a partir de esas interacciones. Esta caracteristica convierte a la
geometria dindmica en una herramienta no solo para el estudio de la geometria, sino también del

calculo, ya que permite analizar procesos de variacidon entre magnitudes de forma visual y dindmica.

Precisamente, uno de los programas de geometria dindmica es GeoGebra, desarrollado por
Markus Hohenwarter. Segtin Alvarez et al. (2014), GeoGebra se ha convertido en el software libre
mas popular en los ultimos afios, gracias a su capacidad para dinamizar figuras geométricas y
examinar objetos matematicos desde diferentes registros de representacién. Su interfaz grafica se
combina con una vista algebraica, de cdlculo simbdlico y una hoja de cdlculo, lo que facilita el
establecimiento de relaciones entre representaciones y permite una comprensién mas profunda de

los conocimientos matematicos.
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En su Teoria de los Registros de Representacién Semidtica, Duval (1998), otorga un papel
central a las representaciones semidticas en relacién con los objetos matematicos, siendo descritas
como construcciones que utilizan signos que pueden ser conscientes (notorias al sujeto) como
externos (directamente sensibles y materializadas). Entre las representaciones semidticas mas
comunes se encuentran las expresiones algebraicas, las graficas cartesianas, las tablas numéricas y
las descripciones en lenguaje natural. Estas formas de representacion pertenecen a sistemas
semiodticos distintos, entendidos como estructuras de signos que operan mediante reglas

particulares de codificacién, manipulacion e interpretacion.

No obstante, no todo sistema semidtico califica automaticamente como registro de
representacidén semidtica. Segun Duval (1999), un sistema puede considerarse un registro cuando
cumple tres condiciones: 1) permite la produccién de representaciones identificables; 2) posibilita el
tratamiento de las representaciones, es decir, operaciones internas dentro del mismo registro; 3)
admite la conversién a otros registros, lo que implica traducir una representacién desde un sistema

semidtico a otro, como pasar de una expresion algebraica a su representacion grafica.

Ante ello, De Faria (s.f.), destaca que herramientas como GeoGebra permiten desarrollary
profundizar estas representaciones semiéticas, presenciando la tecnologia como transformadora en

la ensefianza de las matematicas, refiriendo que:

Se convierte paulatinamente en un agente catalizador del proceso de cambio en la
educacion matematica, gracias a su potencial para permitir el manejo dinamico de
multiples sistemas de representacién de objetos matematicos, creando espacios en
los que el estudiante pueda construir un conocimiento matematico mas amplio, mas

complejo, mas profundo y potente. (De Faria, s.f., p. 2).

Esto hace que la geometria dindmica sea una herramienta altamente eficaz para la
ensefianza integral de objetos matematicos, facilitando un aprendizaje mas profundo y conectado
entre diferentes conocimientos y representaciones. Desde esta perspectiva, las construcciones

12



realizadas mediante herramientas de geometria dindmica, como GeoGebra, cumplen con los
criterios necesarios, permitiendo crear figuras reconocibles, manipularlas dentro del entorno grafico

y vincularlas con expresiones algebraicas.
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CAPITULO 1: Aspectos Generales

En este capitulo se aborda el problema relacionado con las dificultades que presentan los
estudiantes al convertir las representaciones semidticas del conocimiento de optimizacién a la
resolucién de actividades en contextos especificos. Se establecen los objetivos que guiaran el
analisis, en funcion de los alcances y momentos clave para dar respuesta a la problematica
planteada. Finalmente, se justifica la relevancia del estudio en relacién con las exigencias educativas
nacionales. Estos aspectos generales proporcionan la base para fundamentar y orientar el desarrollo

del trabajo de grado.

1.1 Planteamiento del problema

En el contexto educativo colombiano, se han establecido objetivos orientados a mejorar la
calidad de la educacién mediante un enfoque integral que promueve el desarrollo de competencias
y la articulacién de capacidades como el pensamiento critico, la resolucion de problemas, la
comunicacion efectiva, el aprendizaje autonomo y el trabajo colaborativo. En este marco, se han
propuesto los Estandares Bdsicos de Competencias, particularmente en el area de matematicas, que
busca potencializar el pensamiento matematico mediante la formacidn en las areas cognitivas,

afectivas, sociales y culturales.

Segun el MEN (2006), el conocimiento matematico no solo es sustancial en un entorno
laboral cada vez mas tecnologizado, sino también imprescindible para una participacion activa y
critica en la vida social y politica. No obstante, alcanzar estos propdsitos requiere que el
conocimiento matematico se fortalezca desde la educacién escolar, de modo que los estudiantes no
solo desarrollen habilidades procedimentales, sino que también desarrollen una comprension
profunda de los conceptos involucrados, especialmente aquellos que implican un alto grado de

abstraccion y aplicacion.
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En ese sentido, se han identificado retos persistentes en la practica educativa respecto a la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, entre ellos, las dificultades que enfrentan los
estudiantes para comprender y realizar registros semiéticos y su conversion. El Ministerio de
Educacion Nacional (MEN, 2006), reconoce que uno de los principales desafios en el sistema
educativo colombiano es garantizar una ensefianza de las matematicas que no se limite a la
repeticidon de procedimientos, los cuales se han enmarcado en el uso excesivo de metodologias

tradicionales centradas en la memorizacion.

Navarro et al. (2016), explican esta problematica desde una perspectiva didactica, donde
gran parte del aprendizaje que ocurre en la ensefanza tradicional no se aplica en un conocimiento
util para la vida cotidiana, lo que limita la posibilidad de lograr aprendizajes significativos. Esta
ensefianza tiende a reproducir lo que Freire (1970), denomind como “educacion bancaria”, en la que
el docente actia como Unico conocedor y transmisor de conocimientos que deposita contenidos en
los estudiantes, considerados como receptores pasivos (p. 52). Esta vision pedagdgica reduce al
estudiante a un rol pasivo, en el que se espera que memorice y reproduzca informacién sin

cuestionarla ni relacionarla con su contexto.

Al respecto, Cérdoba et al. (2015), advierten que muchas précticas docentes siguen
centradas en la evaluacion, donde la satisfaccién del docente se basa en las respuestas correctas que
los estudiantes ofrecen en pruebas estructuradas, repetitivas y descontextualizadas. Este tipo de
evaluacidn, centrada en la reproduccion de procedimientos, refuerza la pasividad del estudiante y
perpetta un modelo de aprendizaje depositado, tal como lo anuncid Freire (1970), donde el

conocimiento se transmite sin una comprension innata, reflexién ni contextualizacion.

En el pensamiento matematico, esta logica de ensefianza-aprendizaje presenta limitaciones
centradas en la repeticion mecdanica y la memorizacion de algoritmos, lo cual tiende a generar
desmotivacidn, ya que los estudiantes no perciben una conexién entre los conocimientos

matematicos y su aplicacidn en la vida real (Ruiz, 2008). Ademas, el uso predominante de
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evaluaciones estandarizadas refuerza esta desconexidn, al privilegiar respuestas cerradas por encima

de procesos de pensamiento mas complejos y contextualizados.

Frente a esta realidad, resulta necesario revisar las metodologias utilizadas y replantear el
rol del docente en la enseflanza matematica, siendo mediador de aprendizaje y disefiador de
experiencias que propicien la comprensién conceptual y la movilizacién de distintos registros de
representacién semidtica. En este marco, los problemas de optimizacion matematica se constituyen
en una estrategia didactica pertinente, ya que, al implicar la maximizacién o minimizacién de una
cantidad bajo ciertas condiciones, permiten vincular los conceptos matematicos con situaciones

reales, favoreciendo asi la construccion de sentido por parte del estudiante.

Con el fin de atender este requerimiento, Moreno et al. (2021), sugieren que el aprendizaje
matematico, al estar ligado con las formas de ensefianza que emplean los docentes, debe ir mas alla
de enfoques exclusivamente deductivos y analiticos. Alli, el autor incorpora la representacion
semidtica como mediadora en la construccidn del conocimiento matematico, permitiendo a los
estudiantes interpretar objetos matematicos a través de multiples registros como el grafico,

algebraico y verbal.

Una linea de investigacion destacada en esta area es la desarrollada por Balcazar (2018),
quien analiza el proceso de ensefianza-aprendizaje de la optimizacion desde el Enfoque
Ontosemiético (EOS) y la Teoria de los Registros de Representacion Semidtica (TRRS) de Duval. Esta
investigacion plantea dos necesidades: 1) fortalecer la idoneidad didactica en la ensefianza de la
optimizacidn, es decir, la coherencia entre los recursos didacticos, las metas de aprendizaje y las
necesidades de los estudiantes; 2) comprender a profundidad los conflictos semidticos, que se
refieren a las dificultades que enfrentan los estudiantes al interpretar y transitar entre diferentes

registros de representacion.

A partir de estas consideraciones, el presente trabajo de grado reconoce la necesidad de

disefiar una propuesta didactica que vaya mads alla de los enfoques tradicionales, promoviendo una
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ensefianza contextualizada y orientada a la comprensién. Para ello, se plantea una estrategia que
articula el uso de herramientas tecnoldgicas con fundamentos tedricos, como la Teoria de los
Registros de Representacidon Semiética (Duval, 2006) y el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento
Matematico (Godino et al., 2007). Estos enfoques permiten entender el aprendizaje como un
proceso complejo de interpretacion, conversidn y coordinacion entre distintos registros, lo cual

resulta Util para abordar la ensefianza de temas abstractos como la optimizacion.

En este sentido, los problemas de optimizacidn constituyen una oportunidad didactica
pertinente para propiciar el transito entre registros, ya que implican la construccién y andlisis de
modelos matematicos que vinculan variables en contextos reales. Ademas, permiten movilizar
habilidades como la visualizacién, la interpretacién funcional, la toma de decisiones y la
argumentacidon matematica, aspectos que dificilmente se desarrollan en practicas de ensefanza
tradicional centradas en algoritmos fijos. Sin embargo, el abordaje de estos problemas también
presenta desafios, especialmente cuando los estudiantes no logran establecer conexiones entre los

distintos sistemas de representacion implicados.

Es en este escenario donde el uso del software GeoGebra se plantea como un recurso clave.
GeoGebra, al permitir la representacién simultanea y dindmica de expresiones algebraicas, gréficas y
geométricas, ofrece un entorno propicio para que los estudiantes exploren, validen y comprendan
conceptos matematicos desde multiples perspectivas. No obstante, su efectividad no radica
Unicamente en su uso técnico, sino en el disefio de tareas didacticas que promuevan el transito
intencional entre registros y resuelvan los conflictos semiéticos identificados en la literatura
(Balcazar, 2018). Por tanto, este trabajo se orienta a responder la siguiente pregunta de
investigacion: ¢De qué forma el transito de los registros de representaciones semidticas, haciendo
uso del software GeoGebra, permite la comprensidn de los conocimientos matematicos presentes

en los problemas de optimizacién?
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1.2 Justificacion

A partir de lo mencionado en el planteamiento de problema, se reconoce que el desarrollo
de competencias matematicas en la educacidn media sigue siendo un desafio en el sistema
educativo colombiano. A pesar de que los Estandares Basicos de Competencias propuestos por el
Ministerio de Educacién Nacional (2006), promueven una educacién matemdtica integral, en la
practica escolar persisten metodologias tradicionales centradas en la memorizacidn, que dificultan el
desarrollo del pensamiento critico, la resolucién de problemas y la aplicacién contextual del

conocimiento matematico.

Esto origina la necesidad de implementar estrategias pedagdgicas que integren los intereses
de los estudiantes, los diversos registros de representaciones semidticas (algebraico, grafico,
geométrico y verbal) y los problemas de optimizacion. La optimizacion, en particular, representa un
contenido matematico que permite contextualizar el conocimiento en situaciones reales y
cotidianas, y suele estar guiada por la intuicion y la formulacidn de conjeturas (Malaspina, s.f.). Su
ensefianza exige no solo comprender procedimientos, sino interpretar, representar, modelary

tomar decisiones con base en informacidén relevante.

No obstante, los problemas de optimizacién se proponen desde distintas representaciones
que facilitan la comprension, el analisis y la resolucién de conocimientos para profundizar el
problema desde las soluciones mas efectivas. Siendo asi, las representaciones toman valor por ser
un constructo matematico que describe situaciones mediante sistemas simbdlicos. Para Ramos y
Rodriguez (2018), las representaciones son “entender y utilizar diferentes tipos de representaciones
de objetos, fendmenos y situaciones matematicas, comprendiendo las relaciones entre dichas

representaciones” (p. 27).

Para articular estas representaciones necesarias en el enfoque matematico, hay que tener
en cuenta los Derechos Basicos de Aprendizaje (DBA) que se fundamentan en garantizar el

desarrollo de conocimientos, habilidades y valores para la realizacién de una vida digna. Este marco
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constituye las representaciones basadas en los DBA de matematicas a través de enfoques y

estrategias que buscan garantizar la comprensién integral de los conocimientos matematicos.

En ese caso, se exponen una diversificaciéon de representaciones (graficas, numéricas,
algebraicas, verbales y geométricas) segun los grados, ya que son requisitos basicos que se necesitan
ir construyendo para que el estudiante comprenda los conocimientos y procedimientos, visualizando
y manipulando conocimientos matematicos de distintas maneras (MEN, 2016). Para hacer su
contextualizacidn, los DBA proponen hacer una aplicacion practica para situarlas en la vida real,

utilizando las representaciones para modelar y resolver problemas.

Los DBA en matematicas promueven el desarrollo progresivo de habilidades para
representar, interpretar y aplicar conceptos matematicos desde la educacién primaria hasta el
bachillerato. En primaria se mencionan para construir e interpretar las representaciones para
ubicarse en el espacio, ya sea mediante planos o cantidades numéricas en expresiones que
involucran distintas operaciones. En bachillerato estas representaciones ya deben pasar de planos
para hacer uso de representaciones algebraicas, geométricas y pictéricas adecuadas al conjunto de

datos, calculadores y software adecuados.

Estas representaciones permiten a los estudiantes comprender y aplicar conocimientos
matemadticos de manera integral, al facilitar la visualizacion, el analisis y la manipulacién de
conceptos desde diferentes enfoques: graficos, numéricos, algebraicos y verbales. Asimismo, la
contextualizacion de problemas en situaciones de la vida real y el uso intencionado de tecnologias
digitales enriquecen el proceso de aprendizaje, debido que posibilitan que los estudiantes

interpreten, relacionen y traduzcan entre distintas formas de representacion.

En ese marco, la comprension matematica no depende Unicamente del uso de una
representacion aislada, sino de la articulacion entre multiples formas de representar un mismo
objeto. Asi, las representaciones externas (como graficos, expresiones algebraicas o figuras

geomeétricas) estimulan la construccién de representaciones internas, es decir, imagenes mentales y
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estructuras significativas del conocimiento. Este intercambio continuo entre lo externo y lo interno
permite que el estudiante relacione sus conocimientos previos con los nuevos, y logre resolver

problemas con mayor profundidad, flexibilidad y precisién (Balcazar, 2018).

Ante este proceso, Balcdzar (2018), evidencia cuatro representaciones base clasificadas en lo
externo, siendo: 1) algebraica, utilizado en ecuaciones y desigualdades describiendo el problema
matemadticamente; 2) grafica, siendo un producto visual del problema, incluyendo graficos de
funciones, regiones factibles, curvas de nivel, etc.; 3) geométrica, enfocado en las propiedades
geométricas de las figuras y regiones; 4) verbales, utilizando descripciones verbales del problema

ayudando a comprender el contexto y requisitos del problema.

Estas representaciones externas son el medio en la que los estudiantes podran exteriorizar
las imagenes y las representaciones mentales cumpliendo una doble funcién, primero el de actuar
como estimulo hacia los sentidos en la construccidn de nuevas estructuras mentales, y, segundo la
expresion de conocimientos e ideas. Al hacer uso de una articulacién complementaria entre estas
representaciones el estudiante puede ajustar sus conocimientos para efectuarlos mds amenamente,
de hecho, la coordinacion de los modos de representacién enfocados en los contextos graficos y
algebraicos pueden aplicarse para resolver problemas, lo cual genera una conexién en los

estudiantes influidos por las experiencias previas.

En ese contexto, es relevante y necesario hacer un enfoque en el transito de las
representaciones para los problemas de optimizacion, ya que permite diferentes abstracciones y
significados que derivan en un mejor aprendizaje en los estudiantes. Para Sanchez et al. (2008), la
comprension de un conocimiento se dimensiona a través de la comparacién de definiciones
equivalentes al conocimiento, sus representaciones y sus propiedades (p. 275). De este modo, las
representaciones no solo complementan el aprendizaje, sino que se constituyen en un requisito
previo para comprender plenamente los conceptos matematicos, actuando como herramientas

cognitivas que median la construccién del significado. Por ejemplo, el uso coordinado de
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representaciones graficas y algebraicas permite abordar un problema desde distintos enfoques, cada
uno de los cuales contribuye a formar imagenes mentales distintas pero complementarias del objeto

matematico en cuestion.

El objetivo no es visualizar las representaciones como herramientas separadas, sino como
una articulacién, puesto que inicialmente se le da un sentido a una representacién, que después se
transforma en otro tipo de representacion y se le asigna otro sentido, para el aprendizaje
significativo es imprescindible que estos distintos sentidos se estructuren conjuntamente para
constituir las representaciones de un mismo objeto matematico. Por ello, para fortalecer el
aprendizaje matematico es importante que los docentes propongan actividades que fomenten la
conversion entre distintos registros de representacion, articulando lo grafico, lo algebraico, lo verbal
y lo numérico. Las actividades, centradas en la visualizacién y transformacidon de representaciones,
permiten que los estudiantes construyan significados y expresen el pensamiento matematico
mediante el lenguaje, lo cual contribuye significativamente a una comprensiéon mas profunda y

flexible del conocimiento (Gatica & Ares, 2012).

En definitiva, las representaciones son esenciales en el aprendizaje de las matematicas, pues
permiten a los estudiantes expresar sus ideas, procesos y comprensiones sobre un objeto
matemadtico. La externalizacion facilita la construccidn de representaciones mentales, es decir,
estructuras internas que organizan y dan significado al conocimiento adquirido (Caicedo, 2013). Por
tanto, las representaciones ofrecen distintas perspectivas que fomenta un mejor entendimiento al

problema desde diferentes dngulos para ir promoviendo las representaciones internas.

Adicionalmente, las representaciones favorecen el desarrollo de la flexibilidad cognitiva,
entendida como la capacidad de abordar un mismo problema desde distintas perspectivas y de
adaptarse a diversas estrategias de resolucién de acuerdo a las nuevas demandas (Santana et al.

2022). Asi, los estudiantes al utilizar diferentes registros pueden comparar enfoques, seleccionar el
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mas adecuado y comprender mejor las relaciones entre los conceptos implicados, siendo un proceso

que fortalece la conexién entre conocimientos previos y nuevos.

En ese sentido, el transito entre distintos registros de representacion no solo amplia la
comprension de los problemas de optimizacidn, sino que permite a los estudiantes reconocer la
misma situacién desde perspectivas complementarias. Por ello, la posibilidad de interpretar un
problema utilizando expresiones algebraicas, graficas, geométricas o verbales ofrece multiples

caminos para su resolucién y enriquece la construccién del significado matematico.

Teniendo en cuenta que las representaciones son necesarias en la comprension de los
problemas de optimizacidn, se enfatiza en su ensefianza como un componente del pensamiento
matematico. La optimizacion permite abordar situaciones del mundo real que requieren tomar
decisiones eficientes, como distribuir recursos limitados, reducir tiempos de espera, disefiar rutas
mas cortas o lograr el mejor rendimiento en un proceso. En diferentes contextos, tales como la
economia, la logistica o incluso la vida cotidiana, demandan habilidades para interpretar datos,
modelar relaciones matematicas y evaluar posibles soluciones. Por ello, la ensefianza de la
optimizacidn no se limita a la aplicacién de féormulas, pues se basa en estrategias diddcticas que
integren el transito entre distintos registros de representacion para que los estudiantes comprendan

el procedimiento, el sentido del problema y su conexidn con situaciones reales.

La optimizacidn matematica es un proceso mediante el cual se busca encontrar la mejor
solucion posible a un problema, dentro de un conjunto de condiciones dadas. Segin Martinez
(2021), consiste en maximizar o minimizar una determinada cantidad a partir de un modelo
matematico que representa una situacion real. Los autores refieren que la ensefianza de la
optimizacidon promueve el aprendizaje de contenidos matematicos y contribuye al desarrollo de
competencias transversales. A través de la exploracién, la experimentacion y la evaluacién de
estrategias, los estudiantes fortalecen su capacidad para formular conjeturas, generalizar resultados,

argumentar sus decisiones y reflexionar sobre sus procesos de resolucion.
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En la eficiencia y productividad, por ejemplo, la optimizaciéon permite maximizar uso de
recursos, reduciendo costos y optimizando los tiempos. Por otro lado, en toma de decisiones es una
herramienta que ayuda a evaluar multiples escenarios y seleccionar la mejor posibilidad a través de
datos y representaciones. Alli entra en juego el andlisis de maximos y minimos por la eficiencia en
diversos contextos, como en la gestion financiera al maximizar ingresos y minimizar costos,
optimizando el rendimiento, e incluso en situaciones como la salud maximizando la efectividad de

tratamientos y gestién humana para mejorar la vida del paciente.

Siendo asi, GeoGebra se presenta, entonces, como un recurso tecnoldgico confiable en el
aprendizaje matematico y del célculo, apoyando y mejorando las habilidades de razonamiento de los
educandos para ser sujetos resolutivos y comunicativos en el mundo matematico (Yuni & Rachmani,
2019). Los profesores por su parte deben fortalecer y optimizar la comprensién, el interés y las
habilidades de los estudiantes, lo cual implica del uso de tecnologia estratégicamente integrada y

correcta.

Este mecanismo resulta significativo en el contexto del aprendizaje matematico porque
permite trabajar con representaciones semidticas basadas en signos y simbolos que tienen como
propdsito comunicar ideas matematicas y construir conocimiento. Las representaciones facilitan el
pensamiento abstracto mediante la visualizaciéon y manipulacion de conceptos como angulos,
funciones o rectas, es decir, gracias a la representacién simbdlica, es posible operar con objetos

matematicos con imagenes mentales (Tamayo, 2006).

En este sentido, dada la importancia de la ensefianza de la optimizacién en matematicas vy el
potencial de GeoGebra como herramienta educativa, existe una necesidad clara de desarrollar
propuestas didacticas especificas que aborden el transito de los registros de las representaciones
semidticas en este contexto; puesto que esta puede mejorar significativamente el proceso de
ensefianza y aprendizaje de la optimizacidon en matematicas, promoviendo un mayor entendimiento

de los conocimientos y habilidades matematicas en los estudiantes.
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En resumen, la investigacidon propuesta busca abordar una necesidad importante en el
campo de la educacidon matematica al desarrollar una propuesta didactica innovadora y efectiva para
la ensefianza de la optimizacién utilizando GeoGebra, con el objetivo de mejorar la comprensién y el
aprendizaje de los estudiantes de educacidon media, especificamente en la resolucién de problemas

de optimizacion.

1.3 Objetivos

A partir del problema identificado y la justificacidon previamente expuesta, se establecen a
continuacién los objetivos que guian el desarrollo de esta investigacidn. Estos objetivos, tanto el
general como los especificos, tienen la finalidad de orientar de manera clara y precisa el enfoque del
estudio, determinando las metas a alcanzar y los pasos necesarios para abordar la problematica

planteada.

1.3.1 Objetivo general

Disefiar una propuesta didactica que promueva el transito de los registros de
representaciones semidticas de los objetos matematicos relacionados con la resolucién de
problemas de optimizacidn, mediante el uso efectivo del software GeoGebra en estudiantes de

educacién media.

1.3.2 Objetivos especificos

Realizar una sistematizacion tedrica de las representaciones semidticas en los procesos

cognitivos de comprensidon en matemadticas en particular los asociados con lo variacional.

Disefiar tareas cognitivas que permitan el transito de los registros de las representaciones

semidticas en problemas de optimizacién, por medio del software dindmico GeoGebra.

Evaluar la pertinencia de las actividades cognitivas propuestas para la comprensién de

problemas de optimizacidn, a partir de la idoneidad didactica.
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1.4 Estado del arte

La ensefianza de las matemadticas, en especial del calculo diferencial, ha enfrentado
multiples desafios, particularmente en lo que respecta la aplicacién de conceptos abstractos (como
la derivada) a situaciones practicas de optimizacién (Lépez, 2024). En respuesta a estas dificultades,
se han desarrollado diversas investigaciones que proponen enfoques pedagdgicos innovadores,
muchos de ellos incorporando herramientas tecnolégicas que permiten visualizar y modelar

conceptos complejos.

En este contexto, se ha realizado una revision de estudios centrados en la ensefianza de la
optimizacion mediante el uso del software GeoGebra. Aunque no todos los trabajos hacen de esta
herramienta su eje central, si se reconoce su valor como recurso para facilitar la comprension de
funciones y sus propiedades, asi como para apoyar el transito entre distintos registros de
representacion semidtica (grafico, algebraico, numérico y verbal). Estos registros, entendidos como
sistemas de signos que permiten representar un mismo objeto matematico de diferentes formas
(Duval, 1999), son importantes para el aprendizaje, pues favorece una comprension del contenido

matematico.

Asi, estas investigaciones permiten analizar y sistematizar las metodologias utilizadas en la
ensefianza de problemas de optimizacidn, poniendo especial énfasis en las herramientas necesarias
para que los estudiantes tengan una comprensién mds profunda y aplicada de los conocimientos

matematicos.

Alonso et al. (2017), en su articulo Pautas para implementar la ensefianza de la Matemdtica
a través de la resolucion de problemas, destacan la relevancia de ensefiar matematicas mediante la
resolucién de problemas. Mas alla de transmitir contenidos, se busca desarrollar habilidades
cognitivas, es decir, el pensamiento auténomo, la reflexion y la capacidad de aplicar conocimientos

en la cotidianidad, promovido mediante la formulacion y resolucion de problemas. Este enfoque se
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basa en una perspectiva socio-constructivista, que enfatiza la interaccidon entre pares y la guia del

docente a través de preguntas orientadoras, con el fin de estimular el pensamiento critico.

En ese marco, los autores proponen la aplicacidon del modelo de resolucién de problemas de
Polya, estructurado en cuatro etapas: comprensidn del problema, busqueda de estrategias,
ejecucion de la solucidn y analisis del proceso. Para ilustrarlo, presentan el clasico problema de los
dos postes de distinta altura, ubicados a 40 metros de distancia, y se plantea la pregunta: éen qué
punto del terreno debe ubicarse el anclaje del cable para que la suma de sus longitudes sea minima?
Este problema, ampliamente utilizado en la ensefianza de la optimizacidn, tiene la ventaja de
permitir una representacién visual clara, un modelado funcional, y un tratamiento tanto geométrico

como analitico.

La resolucion de este problema, segtin Alonso et al. (2017), se organiza en distintas fases: 1)
comprension del problema, donde los estudiantes identifican las condiciones del problemay los
elementos relevantes para determinar la posicién dptima del punto de anclaje; 2) la representacion
del problema graficamente y con expresiones matematicas que facilitan su analisis formal; 3) la
busqueda de soluciones, aqui exploran diferentes estrategias de solucidn; 4) ejecucion y analisis, se
aplican conocimientos de calculo, como el uso de derivadas, para hallar la solucién éptima. Aunque
reconocen que en este caso la solucién geométrica resulta mas sencilla, el uso del calculo permite

fortalecer habilidades analiticas y validar los resultados obtenidos.

Entre los principales resultados del estudio, se destaca que la ensefianza basada en la
resolucién de problemas contribuye al desarrollo de habilidades técnicas y metacognitivas, donde
los estudiantes aprenden a reflexionar sobre sus propios procesos de pensamiento, a plantear
conjeturas y a analizar criticamente sus soluciones. Asimismo, adquieren herramientas heuristicas
como la elaboracién de esquemas graficos, la descomposicién del problema en subproblemasy la
reformulacion de preguntas, aspectos clave para enfrentar situaciones complejas en diversos

contextos.
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De esa manera, los autores subrayan que la resolucién de problemas crea un entorno de
aprendizaje activo y colaborativo, en el cual los estudiantes pueden compartir ideas, contrastar
enfoques y construir conocimiento colectivamente. Esto contribuye no solo a una mejor
comprension de los conceptos matematicos, sino también a una actitud mas positiva hacia las

matemadticas y su aplicabilidad en la vida cotidiana.

El articulo de Hernandez (2012), centrado en los procesos cognitivos involucrados en la
resolucién de problemas clasicos de maximos y minimos, tuvo como objetivo principal las
dificultades cognitivas que enfrentan estudiantes de Ingenieria Civil al abordar problemas de
optimizacidn en el contexto del calculo diferencial. La investigacion adoptd un enfoque cualitativo de
estudio de casos, con entrevistas a cinco estudiantes y cinco profesores. Hernandez se apoyo en
referentes tedricos como la entrevista clinica de Piaget, las fases del modelo de Polya y la teoria de

la Modificabilidad Cognitiva de Feuerstein.

En su desarrollo, Hernandez (2012), propuso una serie de problemas clasicos, entre ellos el
de la minimizacién de cable entre dos postes de diferentes alturas, siendo un recurso frecuente en la
ensefianza de optimizacidn por su claridad geométrica y potencial de modelacién funcional. Su
recurrencia evidencia que se trata de un contexto diddctico eficaz para introducir la derivada y

explorar el comportamiento de funciones bajo condiciones especificas.

El analisis de las respuestas de los estudiantes permitio clasificar las dificultades en tres
fases: en la fase de entrada, los estudiantes mostraron impulsividad y una percepcion poco
estructurada del problema, con escasa orientacién espacial y temporal; en la fase de elaboracién, se
evidenciaron dificultades para distinguir informacién relevante, organizar datos y aplicar
razonamiento ldgico; y en la fase de salida, se repitieron conductas impulsivas, con intentos de

solucidn por ensayo y error sin justificacion matematica.

Las fallas observadas reflejan limitaciones en diversas habilidades cognitivas, entre ellas, se

destaca la falta de planificacion, entendida como la capacidad de organizar mentalmente los pasos
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necesarios antes de ejecutar una solucion, lo cual lleva a respuestas impulsivas o desorganizadas. Se
evidencian dificultades en la inferencia ldgica, es decir, en la habilidad para establecer relaciones
entre datos, deducir consecuencias y construir argumentos coherentes a partir de premisas dadas.
Finalmente, la escasa formulacion de hipétesis indica una carencia en la capacidad de anticipar
posibles soluciones, hacer conjeturas o prever los resultados esperados de ciertos procedimientos.
Estas debilidades cognitivas no solo obstaculizan el proceso de resolucién, sino que también limitan
la comprension de los conceptos involucrados y restringen la posibilidad de transferir lo aprendido a

nuevos contextos.

A partir de estos hallazgos, Hernandez (2012), concluye que es necesario fortalecer las
estrategias didacticas en la ensenanza del calculo diferencial, enfatizando el desarrollo de
capacidades metacognitivas que permitan a los estudiantes abordar los problemas de manera mas
estructurada y logica. También se resalta la importancia de una mediacién docente, que guie a los

estudiantes en la comprension de los problemas y en la organizacidn de sus procesos de solucién.

Complementariamente, Urefia et al. (2022), en su estudio Los problemas de optimizacion en
el cdlculo diferencial de una variable, abordan la optimizacién como un componente esencial en la
formacidn de estudiantes de ingenieria y ciencias aplicadas. Destacan que, a pesar de la relevancia
de estos contenidos, los estudiantes enfrentan obstaculos persistentes, entre ellos el dominio
limitado del lenguaje matematico, esencial para comprender y resolver este tipo de problemas.
Segun De Oliveira y Cheng (2011, como se citd en Urefia et al., 2022), esta dificultad responde a la

naturaleza abstracta y precisa del lenguaje matematico.

Ademas del lenguaje, Ureia et al. (2022), identifican que la comprensidn incompleta de las
funciones limita la capacidad de los estudiantes para modelar situaciones de optimizacion. Esta
deficiencia impide transitar adecuadamente entre diferentes registros de representacion semiética,

lo que dificulta la conversién de un problema verbal a una funcién algebraica o su interpretacion
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grafica. En este sentido, los autores destacan que, sin una comprensidn funcional sélida, es complejo

establecer conexiones entre registros y aplicar estrategias de resolucion efectivas.

Para abordar estas dificultades, el estudio propone un ensayo didactico experimental con
dos grupos de estudiantes. Al grupo control se le impartié la clase con metodologia tradicional; al
grupo experimental se le ofrecieron orientaciones diddcticas centradas en el uso del lenguaje
matematico, el cambio entre registros semidticos y el apoyo de herramientas tecnolégicas como
GeoGebra. Se trabajaron ejemplos como el clasico problema de dos postes (uno de 6 metros y otro
de 15 metros, separados por 20 metros) y se les planted la minimizacidn de la longitud del tensor

necesario para unir sus extremos a un punto comun en el suelo (Urefia et al., 2022, p. 325).

La propuesta metodoldgica incluyod plantear multiples procedimientos de resolucidn,
fomentar la argumentacién, exponer buenas prdcticas en el uso del lenguaje matematico, entrenar
cambios entre registros y utilizar asistentes tecnoldgicos para modelar los problemas. De manera
significativa, el grupo que trabajé con estas orientaciones mostré mejoras en el rendimiento,
especialmente en su capacidad para interpretar representaciones graficas, identificar estructuras

funcionales y justificar sus elecciones con base en conceptos matematicos.

El estudio concluye que integrar herramientas como GeoGebra en el disefio de tareas de
optimizacidn, junto con una didactica centrada en la modelacidn y el cambio de registros, contribuye
notablemente a mejorar el desempefio de los estudiantes. Esta conclusién coincide con lo
encontrado por Hernandez (2012), en cuanto a la necesidad de una ensefianza que vaya mas alla de

la repeticidon de procedimientos y que fortalezca procesos de comprension y razonamiento ldgico.

Ademas, el uso recurrente del problema de los postes en distintos estudios, tanto en
Hernandez (2012) como en Urefia et al. (2022), no debe entenderse como mera repeticién, sino
como una muestra de su utilidad pedagdgica. Este problema permite representar la situacion
graficamente, modelarla algebraicamente y analizarla desde diferentes registros, lo que facilita una

ensefianza articulada entre lo concreto y lo abstracto.
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En suma, ambos estudios destacan que las principales dificultades en la ensefianza de la
optimizacidn en calculo diferencial estan relacionadas con el manejo del lenguaje matematico, la
comprension funcional y la conversidn entre registros de representacién. La incorporacién de
herramientas tecnoldgicas como GeoGebra, cuando estd bien disefiada y fundamentada, se presenta
como una alternativa didactica eficaz para superar estas barreras. Esto abre oportunidades para
futuras investigaciones que analicen sistemdticamente como los estudiantes articulan distintos
registros semiéticos cuando usan GeoGebra para resolver problemas de optimizacién, y cdmo se

pueden disefar tareas que fortalezcan estas transiciones desde una perspectiva metacognitiva.

En el articulo diagndstico sobre el reconocimiento de la variacion con estudiantes de primer
semestre de matemdticas aplicadas de Mojica y Bueno (2009), se tiene como objetivo principal
diagnosticar las caracteristicas del razonamiento de estudiantes de primer semestre de matematicas
aplicadas en la identificacion y comprensidn de la variacidn, un conocimiento crucial en la ensefianza
del calculo y la modelacién matemitica. El diagnéstico se enfoca en como estos estudiantes
enfrentan problemas de optimizacién y su habilidad para identificar variaciones en diferentes

contextos y representaciones semiéticas.

La metodologia propuesta por Mojica y Bueno (2009), se basa en la aplicacién de un examen
diagndstico a 28 estudiantes, quienes fueron evaluados en siete problemas diferentes, cada uno
disefiado para identificar si los estudiantes podian reconocer la existencia de variacion en contextos
graficos, algebraicos y contextuales. Los problemas se presentaron en diferentes formatos y se pedia

a los estudiantes que justificaran sus respuestas. Por ejemplo, presenciaron el siguiente ejercicio

La distancia entre dos postes que se emplean en las instalaciones telefénicas es de 10
metros [...] La longitud de los postes es de tres y de cinco metros. A manera de soporte, un
cable que une la parte superior de ambos se sujetara a un punto P en tierra, localizado en
el segmento que une los dos postes. A. ¢La longitud total del cable es variable? B. éLa

longitud total es constante? (p. 14).
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Las respuestas se categorizaron en cinco niveles: no entendid el enunciado, razonamiento
circular, percepcion sin argumentacion, argumentacion matematica invalida y argumentacion
matemadtica vélida (Mojica & Bueno, 2009). Estas categorias permitieron analizar en detalle el tipo

de razonamiento utilizado por los estudiantes y detectar patrones en sus errores y aciertos.

Los resultados generales mostraron que el rendimiento promedio de los estudiantes en la
identificacion de la variacion fue bajo, con un 42% de respuestas correctas. La mayoria de los
estudiantes presentaron dificultades significativas, no solo para resolver los problemas, sino también
para comunicar vy justificar adecuadamente sus respuestas (Mojica & Bueno, 2009). Los autores
concluyeron que el bajo rendimiento de los estudiantes sugiere una deficiencia en la ensefianza y
comprension de los conocimientos relacionados con la variacién y la optimizacidn, esenciales en las
matematicas aplicadas. Los estudiantes tienden a apoyarse en razonamientos perceptuales o
argumentaciones circulares, sin desarrollar un dominio adecuado de los recursos matematicos

necesarios para resolver estos problemas (2009).

Este estudio pone en evidencia que, si bien los estudiantes pueden enfrentar problemas
reales de optimizacién, muchos carecen de herramientas conceptuales y cognitivas para
comprender los fenédmenos de cambio. Se concluye que es necesario replantear la ensefianza de la
optimizacidn, promoviendo un aprendizaje que priorice la argumentacién, la justificacién y el
transito entre representaciones. En este contexto, es pertinente recordar que los registros de
representacién semidtica son formas distintas de expresar un mismo objeto matematico. Su
coordinacion y conversidn son fundamentales para lograr una comprensidn profunda del

conocimiento matematico (Duval, 1999).

En una linea complementaria, Masih y Monferrato (2012), centran su investigacion en el
calculo diferencial, especialmente en las carreras de ingenieria debido a su amplia aplicacién en la
resolucién de problemas practicos, como la optimizacidn. En el trabajo de Abdel Masih y Monferrato

(2012), se explora el uso de simulaciones con el software Wolfram Mathematica para ensefiar
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conocimientos relacionados con la derivada y su aplicacion en la resolucion de problemas de
optimizacidn. Este enfoque pedagdgico se ha mostrado prometedor para mejorar la comprension y

retencidn de estos conocimientos entre los estudiantes.

Los autores muestran como la metodologia tradicional desde la ensefianza de problemas de
optimizacidn en calculo diferencial ha dependido de métodos analiticos, donde los estudiantes
aplican las reglas de derivacidn para encontrar los puntos criticos de una funcién que representan
soluciones dptimas. Sin embargo, la integracién de herramientas tecnoldgicas, como las
simulaciones, ha comenzado a ganar terreno como una metodologia que no sélo complementa, sino

gue también transforma la experiencia de aprendizaje (Masih & Monferrato, 2012).

Para ello, se implementaron simulaciones interactivas que permiten a los estudiantes
visualizar cdmo los cambios en los pardmetros de un problema afectan la solucion. Este enfoque no
solo refuerza la comprension tedrica, sino que también proporciona un medio practico para
experimentar con problemas complejos sin requerir cdlculos manuales extensivos. Para demostrar
su resultado 6ptimo, Masih y Monferrato (2012), presentan ejemplos de problemas de optimizacion

como:

Dos postes, uno de h1l pies y el otro de h2 pies, se encuentran a dos pies de
distancia. Se sostienen por dos cables, conectados a una sola estaca, desde el nivel
del suelo hasta la parte superior de cada poste. ¢Ddnde debe colocarse la estaca

para que se utilice la menor cantidad de cable? (p. 11)

Este tipo de problema, recurrente también en otros estudios como los de Hernandez (2012)
y Mojica y Bueno (2009), se ha consolidado como un recurso didactico eficaz porque permite
representar visualmente la situacién, modelarla algebraicamente y analizarla graficamente,

promoviendo el cambio entre registros y el desarrollo del pensamiento funcional.
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A través del uso del teorema de Pitdgoras y derivadas, los estudiantes pueden explorar
distintas configuraciones del problema, verificar hipdtesis y comprender las condiciones que
conducen a soluciones dptimas. Las simulaciones no solo reducen la carga de cédlculo manual, sino
gue también fortalecen la capacidad para construir modelos matematicos propios, facilitando una

comprensidon mas solida y aplicada.

Segun Masih y Monferrato (2012), la introduccidn de simulaciones en cursos de céalculo
disminuy® significativamente la tasa de desercidon, un problema comun en asignaturas matematicas
complejas. Los estudiantes no solo mostraron una mejor comprension de los conocimientos
tedricos, sino que también desarrollaron habilidades en la creacion de modelos matematicos

propios, verificando sus hipoétesis a través de las simulaciones.

De esto se puede inducir que este enfoque interactivo y visual proporciona a los estudiantes
una manera mas intuitiva de abordar problemas que tradicionalmente dependen de métodos
analiticos, haciendo que el aprendizaje sea mds accesible y menos abstracto. Ademas, las
simulaciones permiten una exploracion mas profunda de cdmo varian las soluciones dptimas con

cambios en los parametros, algo que no siempre es evidente con métodos tradicionales.

La experiencia de Masih y Monferrato (2012) sugiere que este enfoque puede ser altamente
efectivo para reducir la desercion y mejorar los resultados académicos en cursos de matematicas
avanzadas en ingenieria. Este sitUa la investigacion dentro del contexto de una tendencia emergente
gue combina la tecnologia con la ensefianza tradicional, subrayando la importancia de metodologias
didacticas innovadoras que permitan a los estudiantes desarrollar una comprensién mas profunda y

aplicable de los conocimientos matematicos.

En conjunto, estos estudios subrayan una necesidad compartida: mejorar la ensefianza de la
optimizacion mediante estrategias que favorezcan el razonamiento légico, la interpretacion grafica,
la formulacion de hipétesis y la exploracién dindmica de soluciones. La presencia recurrente del

problema de los postes en contextos diversos sugiere que su uso no solo responde a su claridad
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geomeétrica, sino también a su potencial para fomentar la articulacion entre registros de
representacién, aspecto central para un aprendizaje profundo. Finalmente, aunque herramientas
como GeoGebra no son el foco central en todos los trabajos revisados, su potencial como mediador
semidtico permanece como una linea de investigacién promisoria, especialmente si se articula con
propuestas didacticas fundamentadas y orientadas al analisis sistematico del cambio de

representaciones en la resolucién de problemas de optimizacion.

En esa misma linea, Ever Cruzado (2018), propone el uso de herramientas tecnoldgicas como
recurso diddctico para abordar las dificultades que presentan los estudiantes, particularmente en la
resolucidn de problemas de optimizacién con funciones reales de variable real. En su estudio,
realizado con estudiantes de ingenieria, se analiza cdmo estos abordan este tipo de problemas
utilizando el software GeoGebra, destacando que los contenidos de optimizacién constituyen una

aplicacioén crucial de la derivada, cuya comprensién es clave en la formacién matematica.

El objetivo principal del estudio fue analizar cdmo los estudiantes movilizan distintos
registros de representacién semidtica (grafico, algebraico, figural y verbal) al resolver problemas de
optimizacidn. Cabe destacar que los registros de representacion semiédtica, segun Duval (1999), se
refieren a los distintos sistemas de signos (como graficos, ecuaciones, palabras, tablas) mediante los
cuales se representan y comunican ideas matematicas. El transito entre estos registros, es decir, su

tratamiento y conversion, es esencial para la comprension profunda del objeto matematico.

Cruzado (2018), reporta que los estudiantes suelen presentar dificultades al plantear la
funcidén objetivo, un paso crucial en la resolucién de problemas de optimizacién. También identifica
errores frecuentes en la interpretacion de graficos y en la aplicacidn de conocimientos previos, lo
gue conduce a resultados incorrectos. Estas deficiencias estan asociadas a la falta de comprension
del criterio de la primera y segunda derivada, fundamentales para identificar extremos de una
funcidén. Segun el autor, estas dificultades pueden reducirse mediante un enfoque didactico que

integre de manera efectiva los distintos registros de representacién y promueva su coordinacién.
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El autor implementé un estudio experimental en el que analiza cémo los estudiantes de
ingenieria coordinan los diferentes registros de representacidon semidtica al resolver problemas de
optimizacidn, utilizando el software GeoGebra como herramienta de apoyo. Asi, se presentaron dos
problemas de optimizacién en los que era necesario movilizar el conocimiento de derivada de
funciones reales de variable real. El autor empled aspectos de un estudio de caso para llevar a cabo

este analisis.

El proceso experimental incluyd la presentacién de los problemas de optimizacion en
formato de texto (lengua natural), con el objetivo de que los estudiantes realicen conversiones entre
los distintos registros de representacion (figural, algebraico y grafico). GeoGebra se utilizé para
facilitar las representaciones graficas y algebraicas de las funciones asociadas a los problemas de
optimizacidn. Para su objetivo, el autor presentd a los estudiantes una ficha que se organiza en cinco
items para orientar al estudiante a seguir un procedimiento adecuado para resolver problemas de

optimizacidon con GeoGebra como herramienta de apoyo.

7

Entre los problemas, Cruzado (2018), planted “Dos postes de 10 m y 12 m distan entre si 30
m. Se desea tender un cable que una un punto del suelo (ubicado entre los postes) con los extremos
superiores de los postes” (p. 60). A partir de este ejercicio, se pidi6 a los estudiantes determinar una
expresion matematica que modelara la longitud total del cable en funcidn de la distancia al punto de
anclaje. En esta tarea, se evidenciaron dificultades iniciales en la coordinacidn entre los registros
grafico y algebraico, sobre todo en el tratamiento (manipulaciéon dentro de un mismo registro) y en
la conversidn (traslado de informacién entre registros). Sin embargo, con la practica y el uso del
software, se observé una mejora notable en la capacidad de los estudiantes para conectar

representaciones y formular una solucidn coherente.

Cruzado concluye que el uso de GeoGebra favorece significativamente la coordinacion entre
los diferentes registros de representacion semiética en problemas de optimizacidn. Aunque al inicio

los estudiantes presentan errores, la mediacidn tecnoldgica facilita el transito entre registros y
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permite una comprensién mds integrada del conocimiento matematico, especialmente en relacion

con la derivada.

Herrera (2012), también aborda los problemas de optimizacidn, enfocandose en aquellos
vinculados a la minimizacidn de costos. Su propuesta de intervencidn gira en torno a la
implementacion de GeoGebra como recurso para mejorar la transicion entre registros de
representacién en la ensefianza del calculo diferencial. El autor disefié una secuencia de actividades
para que los estudiantes abordaran problemas de optimizacion que requieren calculos complejos,

como aquellos que implican derivadas de funciones con raices.

Uno de los ejercicios propuestos consistia en encontrar la longitud minima de un cable que
une la parte superior de dos postes de diferente altura con un punto de anclaje en el suelo. Esta
situacion permite trabajar simultdneamente representaciones algebraicas, graficas y verbales. Los
resultados del estudio mostraron una mejora en la comprension y en la capacidad para transitar
entre distintos registros, especialmente cuando los estudiantes podian visualizar la situaciéon

geomeétrica con GeoGebra.

Esta propuesta sugiere que la combinacidn de métodos tradicionales con herramientas
tecnoldgicas como GeoGebra puede mejorar significativamente la ensefianza y aprendizaje de
problemas de optimizacidn en la educacién matemadtica. Esta integracién no solo ayuda a resolver
problemas complejos, sino que también facilita el desarrollo de habilidades cognitivas

fundamentales en el pensamiento matemadtico avanzado.

En linea, Manuel Trigo y David Benitez (2003), analizaron el uso de recursos tecnolégicos en
la resolucidn de problemas de optimizacidn con estudiantes de bachillerato. Su estudio destaca la
importancia de emplear multiples representaciones (grafica, algebraica, geométrica y dindmica) para
construir modelos matematicos. En esta investigacion, los estudiantes resolvieron problemas con

apoyo de Excel y software interactivo, trabajando individual y colaborativamente.
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El analisis se centré en como los estudiantes emplearon distintas representaciones para
resolver un problema de optimizacién relacionado con la minimizacién de la longitud de un cable
gue conecta dos postes de diferente altura (Benitez & Trigo, 2003). El problema se abordé desde
diferentes perspectivas: visual, algebraica, geométrica y dindmica, con el objetivo de encontrar la

solucidon éptima.

El problema inicial que se enuncia se trata de la distancia de dos postes de 10m, teniendo
una longitud de cada poste de 3 a 5m, para soporte se necesita un cable que una la parte superior
de dos postes sujetados a punto tierra ¢Dénde debe situarse el punto sobre la tierra de tal manera

gue la longitud del cable sea la menor? (Trigo & Benitez, 2003).

Los resultados obtenidos por Trigo y Benitez (2003), mediante distintas aproximaciones,
comenzaron con la tabulacién y la representacidn grafica en Excel para organizar los datos
relacionados con las posibles posiciones del punto de anclaje del cable en el suelo. Mediante una
tabla, calcularon la longitud del cable para diferentes posiciones del punto de anclaje y luego
refinaron estos célculos utilizando valores decimales. Esta metodologia les permitié identificar que la
longitud minima del cable se obtenia cuando el punto de anclaje estaba a aproximadamente 3.75

metros del poste mas bajo.

Después de construir la tabla, los estudiantes generaron una grafica que representaba la
longitud del cable en funcién de la posicidn del punto de anclaje. Esto les permitié observar que,
cuando el punto estaba mas cerca de uno de los postes, la longitud total del cable aumentaba,
confirmando visualmente la solucién obtenida mediante la tabla (Trigo & Benitez, 2003). De alli,
proviene la aproximacion algebraica para la longitud del cable, expresandose mediante una
calculadora, que permitié identificar el valor minimo de la longitud del cable. Posteriormente,
mediante la aproximacion Geométrica se utilizé la semejanza y congruencia de tridngulos para llegar

a la solucion.
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Finalmente, se hizo uso del software dinamico que permitioé a los estudiantes visualizar
cémo la longitud del cable cambiaba a medida que el punto de anclaje se movia. Este método les
permitio explorar de manera interactiva las relaciones geométricas y funcionales del problema,

reforzando el entendimiento de la optimizacién.

Asi, Trigo y Benitez (2003) demostraron que el uso de herramientas tecnoldgicas y multiples
representaciones en la ensefianza de matematicas no solo facilita la resolucién de problemas
complejos como la optimizacién, sino que también promueve un aprendizaje mas profundo al
conectar diferentes areas de las matematicas (geometria, algebra, célculo). Los estudiantes fueron
capaces de encontrar soluciones mas precisas y generar conjeturas significativas al emplear estas

metodologias.

Este enfoque interdisciplinario sugiere que la educacién matematica puede beneficiarse
enormemente de la integracién de tecnologias y métodos de ensefianza que fomenten la
exploracién y el pensamiento critico, permitiendo a los estudiantes desarrollar competencias

matemadticas mas robustas y aplicables en contextos reales.

Por ultimo, Teresa Davila (2010), en su investigacion La derivada a partir de problemas de
optimizacion en Ambientes dindmicos creados con GeoGebra se centra en el desarrollo de una
propuesta didactica para la ensefianza de la derivada mediante la resolucidn de problemas de
optimizacidon en ambientes dindmicos creados con el software GeoGebra. Este enfoque se enfoca en
estudiantes de ingenieria, un grupo que a menudo enfrenta dificultades al conectar los

conocimientos abstractos del calculo con problemas practicos de su campo profesional.

La metodologia desarrollada en esta tesis se basa en una secuencia de actividades disefiadas
para promover la comprension de la derivada como la pendiente de la recta tangente a la grafica de
una funcidn en un punto. Alli, se incluyen problemas de optimizacién relacionados con situaciones
reales y practicas, afines al campo de la ingenieria, para que los estudiantes pudieran aplicar los

conocimientos de calculo diferencial en contextos familiares (Davila, 2010). En ese caso, la autora
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expone que el uso de GeoGebra permitio la creacion de simulaciones dindmicas donde los
estudiantes podian manipular variables y observar en tiempo real cdmo afectaban las soluciones de

los problemas de optimizacion.

En uno de los problemas se pidio a los estudiantes encontrar la ubicacidn éptima para una
estacidon de bombeo que minimiza la distancia total necesaria para conectar dos puntos en un
terreno. Mediante la manipulacién de puntos en GeoGebra, los estudiantes visualizaron las

trayectorias posibles y utilizaron la derivada para calcular la posicion que minimiza la distancia total.

Teresa Ddvila (2010), implementd la propuesta didactica con resultados positivos, donde los
estudiantes lograron comprender de manera mas profunda el conocimiento derivado al aplicarlo en
contextos practicos y visuales, lo que les permitid construir significados mas ricos y aplicables en su
campo. Adicionalmente, se comprobd que el uso de ambientes dinamicos incremento la
participacién y motivacion de los estudiantes, quienes mostraron una actitud mas positiva hacia el

aprendizaje del calculo diferencial.

Asi, la autora confirma la eficacia de integrar herramientas tecnolégicas como GeoGebra en
la ensefanza de la optimizacion en el célculo diferencial. Esta integracion no solo facilita la
comprension tedrica de la derivada, sino que también la hace mas accesible y relevante para
estudiantes de ingenieria, mejorando su capacidad para resolver problemas complejos en contextos

reales.

Este enfoque representa un avance significativo en la didactica del célculo, destacando la
importancia de utilizar contextos aplicados y herramientas interactivas para construir un aprendizaje

significativo y duradero.

El analisis de las investigaciones revisadas confirma que la integracién de herramientas
tecnoldgicas en la ensefianza de problemas de optimizacién, como GeoGebra, ofrece beneficios

significativos en la comprensién y aplicacién de conocimientos matematicos complejos. Los
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estudiantes no solo mejoran su capacidad para resolver problemas de optimizacion, sino que

también desarrollan un enfoque mas intuitivo y critico hacia el aprendizaje de las matematicas.

Ademas, la implementacion de estas tecnologias en el aula promueve una mayor
participacién y motivacion entre los estudiantes, lo que se traduce en un aprendizaje mas
significativo y duradero. Las metodologias que combinan enfoques tradicionales con herramientas
tecnoldgicas dindmicas han demostrado ser efectivas para superar las dificultades cognitivas
asociadas con la optimizacién y la derivada, validando la necesidad de un enfoque pedagdgico que

integre multiples representaciones y contextos aplicados.

A partir de la revision tedrica, se evidencid que en todas las investigaciones los estudiantes
enfrentan dificultades para resolver, comunicar y justificar correctamente los problemas de
optimizacidn a través de las representaciones semioticas. En esta investigacion, se adoptara un
enfoque basado en la resolucién de problemas desde una perspectiva socio-constructivista, donde la
interaccion entre estudiantes y profesores, guiada por el docente, fomente un aprendizaje

colaborativo y construido en conjunto.

El proceso seguira la estrategia de Polya (Citado de Quifiones y Huiman, 2022), que incluye:
la comprensidn del problema, su representacidn mediante, la bldsqueda de soluciones y la ejecucion
y analisis de los resultados. Se priorizara la instruccion mediante orientaciones sdlidas, que
contemplan proponer diferentes procedimientos de resolucion, instruir a los estudiantes en diversos
recursos para resolver problemas, exponer el uso adecuado del lenguaje matematico y entrenarlos
en la transicidn entre registros semioticos con herramientas como GeoGebra. El uso de simulaciones
y ejercicios practicos transformarad la experiencia de aprendizaje, facilitando una mayor comprension

y aplicacion de los conocimientos matematicos.
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CAPITULO 2: Marco teérico

En el presente capitulo se hace una revisidn tedrica y conceptual sobre los problemas de
optimizacion mediante las representaciones semidticas y la tecnologia (GeoGebra) como estrategia
pedagdgica. Teniendo en cuenta que la educacidon matematica contemporanea, las representaciones
semidticas, la tecnologia y los problemas de optimizacién juegan roles fundamentales en la

facilitacion del aprendizaje y la ensefanza.

De esta manera, el capitulo revisa, expone y explica los conocimientos matematicos
mediante veintisiete (27) articulos que establecen y expresan sus resultados respecto a los distintos
conocimientos aqui expuestos. Estos autores en general, mediante su énfasis en la ensefianza de los
problemas de optimizacidn y las dificultades basadas en las representaciones semidticas ahondaron
la tecnologia como medio esencial para revolucionar la forma en que se ensefia y se aprende en las

matematicas.

Asi, herramientas informaticas como GeoGebra proporcionan un entorno dindmico donde
los estudiantes pueden explorar y manipular representaciones matematicas en tiempo real. Ademas,
de facilitar el aprendizaje de todo tipo de representaciones semidticas para hacer uso efectivo de la
optimizacidn. Por tanto, el capitulo empezara explicando las representaciones semiodticas, para luego

dar paso a la tecnologia y finalizar con los problemas de optimizacién.

2.1 Representaciones semiéticas

Comprender las matematicas requiere de construir significados, establecer relaciones y
comunicar ideas, implicando mucho mas que memorizar fdrmulas o seguir procedimientos
mecanicos. Para ello, los estudiantes necesitan recurrir a diferentes representaciones que les
permitan interactuar con distintos conceptos abstractos. Este proceso se denomina

representaciones semidticas, nocién central en las teorias actuales del aprendizaje matematico.
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En ese sentido, autores como Tamayo (2006) y Caicedo (2013), coinciden en que las
representaciones actlan como mediaciones cognitivas y comunicativas, mediante las cuales los
individuos organizan, simbolizan y transmiten sus ideas. Mientras Tamayo enfatiza el caracter
externo de las representaciones como signos del mundo interior o exterior, Caicedo destaca su
dimensidn constructiva, al sefalar que representar implica también evocar, imitar y generar
imagenes mentales. Desde esta perspectiva, la comprension de un concepto matemadtico no
depende exclusivamente del conocimiento de una férmula o procedimiento, sino de la capacidad de

interpretarlo, transformarlo y conectarlo a través de distintos registros representacionales.

En la ensefianza de las matemadticas, los conceptos no son directamente observables ni
tangibles, ya que se trata de objetos abstractos (como funciones, derivadas, limites, etc.). Para que
estos objetos puedan ser comprendidos y utilizados por los estudiantes, es necesario representarlos
de alguna manera, ya sea con simbolos, graficos, palabras, diagramas o férmulas. Asi, las
representaciones actian como mediadoras, conectando el objeto matemdtico con la capacidad de

los estudiantes para entenderlo y darle significado.

El aprendizaje matematico exige, entonces, una doble habilidad: por un lado, la capacidad
de interpretar representaciones externas, manifestadas mediante signos, notaciones, graficos,
diagramas, expresiones algebraicas o verbales, y, por otro, la habilidad de construir
representaciones internas, es decir, imagenes mentales que cada individuo construye para
representar objetos o relaciones matematicas. Desde esta vision, las representaciones externas
funcionan como estimulos perceptibles que, al ser interiorizados, pueden convertirse en estructuras

mentales organizadas.

Esta doble naturaleza (externa e interna) hace posible que las representaciones sirvan como
herramientas tanto para pensar como para comunicar. Asi, los estudiantes necesitan desarrollar la
habilidad de construir representaciones internas a partir de las externas, y viceversa, en un proceso

gue favorece el analisis, la modelacion y la comprension profunda de los objetos matematicos.
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En este marco, resulta importante destacar que las representaciones no son los objetos
matemadticos en si, sino formas de acceder a ellos, por ejemplo, el concepto de fraccidon no se reduce
a su expresion numeérica, ni una parabola es solo su grafica. Cada objeto matematico puede
representarse de multiples maneras (algebraica, grafica, numérica, verbal), y cada forma de
representacion posee distintas propiedades y niveles de abstraccién. De ahi que la comprension de
los conceptos matematicos requiere no solo conocer sus representaciones, sino también establecer

conexiones entre ellas.

A partir de lo anterior, este trabajo asume que el uso y articulacion de diferentes
representaciones es una condicién necesaria para el aprendizaje significativo de las matematicas. En
particular, se enfatiza que el transito entre diversos registros semiéticos —como el gréfico,
algebraico, verbal o numérico— no solo favorece la comprension conceptual, sino que también
permite validar procedimientos y resolver problemas complejos. Esta perspectiva se enmarca en los
planteamientos de Raymond Duval, cuya teoria sobre los registros de representacion semidtica sera

desarrollada en el siguiente apartado.

2.1.1 Fundamentos de la Teoria de los Registros de Representacion Semidtica

Las representaciones semidticas, como se abordd en el apartado anterior, constituyen parte
importante para la construccion del pensamiento matematico. A través de ellas, los estudiantes
pueden organizar sus ideas, establecer relaciones entre conceptos y aplicar sus conocimientos a
situaciones diversas, tanto escolares como del mundo cotidiano. En este contexto, la Teoria de los
Registros de Representacion Semidtica (TRRS), formulada por Raymond Duval, ofrece un marco
conceptual sélido para analizar cdmo los estudiantes construyen y comunican conocimiento

matematico a través de distintas formas simbdlicas.

La teoria de Duval (TRRS) se centra en cémo los estudiantes comprenden y aprenden

conocimientos matematicos a través de diferentes representaciones semiéticas (formas de
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representacién) y en la importancia de la conversion entre estas representaciones para una

comprension profunda y flexible de las matematicas.

Para Duval (1999), un registro de representacion semiédtica es un sistema de signos con
reglas propias de produccidn y transformacidn de significados. Es decir, no se trata Unicamente de
cambiar el “formato” de una expresién (por ejemplo, de una ecuacién a una grafica), sino de operar
en distintos lenguajes simbdlicos que configuran la forma en que se concibe y se trabaja un objeto
matematico. En este sentido, comprender un objeto matemdtico no implica solo conocerlo en un
registro, sino ser capaz de reconocerlo, manipularlo y transferirlo entre diferentes representaciones.
Esto se conoce como conversidn entre registros, y constituye el nicleo del pensamiento matematico

segun esta teoria.

Ahora bien, es importante distinguir varios registros utilizados en las matematicas: el
registro algebraico, que utiliza simbolos formales para expresar relaciones y operaciones; el registro
grafico, que permite visualizar variaciones y comportamientos funcionales en un sistema cartesiano;
el registro verbal, que incluye tanto el lenguaje natural como las descripciones formales; el registro
tabular o numérico, que expresa relaciones mediante valores organizados en tablas. Cada uno de

estos registros posee reglas propias y aporta una vision particular del objeto representado.

En el marco investigativo, la teoria de Duval permite analizar cdmo los estudiantes
construyen y comprenden la matematica cuando resuelven problemas de optimizacidn,
especialmente al convertir distintos registros. Mediante esta teoria se puede identificar el dominio
de los conceptos matematicos, ya que, si un estudiante logra interpretar una funcién en un grafico,
convertirla a una expresion algebraica y luego comunicarla en lenguaje natural, revela una

comprensidn de los registros semidticos.

En el marco de la Teoria de los Registros de Representacién Semidtica (TRRS), se distinguen
tres tipos fundamentales de actividades cognitivas implicadas en el trabajo con objetos

matematicos: 1) la produccién, que consiste en representar un objeto mediante signos o simbolos
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especificos; 2) el tratamiento, que corresponde a la transformacidn de una representacién dentro
del mismo registro (por ejemplo, operar algebraicamente una expresién); 3) y la conversidn,
entendida como el paso de una representacién a otra perteneciente a un registro diferente, como
traducir una funcidn expresada algebraicamente a su forma gréfica. Estas actividades seran
consideradas como ejes centrales del andlisis en la presente investigacidon, en tanto permiten
identificar como los estudiantes acceden, transforman y articulan los distintos registros involucrados

en la comprensidn de los objetos matematicos.

La TRRS es relevante para la presente investigacion, ya que se orienta a diseiar una
propuesta didactica que facilite el transito entre registros semiéticos utilizando GeoGebra como
herramienta tecnolégica. En este contexto, la teoria de Duval no se limita a ofrecer una clasificacién
de representaciones, sino que permite analizar las dificultades especificas que enfrentan los
estudiantes cuando, por ejemplo, no logran vincular una representaciéon grafica con una expresién

algebraica o cuando interpretan erréneamente un modelo verbal.

Ademas, la TRRS provee criterios para evaluar las representaciones producidas por los
estudiantes en términos de su coherencia, equivalencia y funcionalidad, lo cual resulta atil tanto

para el analisis de los procesos de aprendizaje como para el disefio de secuencias didacticas.

En sintesis, esta teoria aporta no solo una comprension de las dificultades en el aprendizaje
matematico, sino también herramientas concretas para abordarlas desde la ensefianza. En la
investigacion, la TRRS servira como base para disefiar el taller que promueva la conversién entre
registros, integrando GeoGebra como un medio que permite visualizar, explorar y manipular

dinamicamente las representaciones.

2.1.2 Enfoque Ontosemiético del Conocimiento Matemadtico (EOS)

La Teoria de los Registros de Representacion Semidtica (TRRS) de Duval permitid

comprender que la construccion del conocimiento matematico depende en gran medida de la
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capacidad de los estudiantes para producir, tratar y convertir representaciones. Sin embargo, para
profundizar en el andlisis de cémo dichas representaciones adquieren significado en contextos reales
de ensefianza y aprendizaje, es necesario acudir a marcos tedricos mas integrales que consideren la
dimensién cognitiva, semidtica, epistemoldgica y didactica del conocimiento matematico. En este
sentido, el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento Matematico (EOS), propuesto por Godino y
colaboradores, ofrece una perspectiva mas amplia para estudiar cdmo se construye, comunica y

contextualiza el conocimiento matematico en situaciones educativas.

El Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento Matematico (EOS) parte del supuesto de que
los objetos matemadticos no existen de manera abstracta y aislada del sujeto, sino que adquieren
significado a través de su uso en situaciones concretas. Asi, las matematicas no se tratan de saber
definiciones formales, sino de entender cdmo usarlas, cémo representarlas, y cdmo interpretarlas en

distintos contextos (Balcazar, 2018).

El EOS propone que toda actividad matematica usa nimeros o fdrmulas que participan en
complejidad con signos, discursos y practicas que tienen un caracter semidtico y ontolégico a la vez:
semidtico, porque se centran en la produccidn de significados mediante signos y simbolos;
ontoldgico, porque esos significados se refieren a ideas u objetos matematicos (como funciones,
limites o derivadas) que el sujeto considera validos dentro de un marco contextual. Esto es
especialmente relevante para la ensefianza de temas complejos como los problemas de

optimizacidn, donde multiples registros de representacién se deben articular para su comprension.

Por tanto, comprender un problema matematico significa conocer las reglas formales o
aplicar procedimientos, interpretar y dotar de sentido a los objetos matematicos dentro de un
contexto. En el caso de los problemas de optimizacion, esta articulacion es clave, ya que permiten
abordar fendmenos del mundo real mediante estructuras matematicas abstractas. De ahi que

integrar el EOS en esta investigacion permita analizar no solo el resultado final de una actividad, sino
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también los significados que los estudiantes construyen al movilizar distintos registros y estrategias

para resolverla.

Desde esta concepcidén del aprendizaje, el Enfoque Ontosemiético (EOS) resulta pertinente
para abordar los problemas de optimizacidn, ya que permite comprender como los significados
matemadticos emergen en las practicas del docente al interactuar con distintos registros de
representacién en contextos de ensefianza. Alli, prevalece la funcién semidtica, entendida como la
relacion entre un signo y su significado, que en el EOS es necesaria para analizar cémo los

estudiantes interpretan los signos matematicos que se les presentan.

Segln Godino et al. (2006), cuando dos personas (por ejemplo, un docente y un estudiante)
entienden de forma distinta una misma expresion matematica, se ocasiona un conflicto semiético.
En el caso especifico de los problemas de optimizacion, estas diferencias pueden manifestarse, por
ejemplo, cuando el estudiante interpreta la grafica de una funcidn sin relacionarla adecuadamente
con su expresion algebraica o cuando entiende la derivada solo como una operacién mecdnica sin

vincularla con su significado geométrico.

Identificar este tipo de conflictos permite al docente anticipar y atender las posibles
dificultades de interpretacién que afectan la comprension. En consecuencia, se favorece el disefio de
estrategias didacticas que promuevan una articulacion mas clara entre registros, reduzcan
ambigliedades y potencien una comprensidon mas profunda y significativa de los conceptos

involucrados en la resolucién de problemas de optimizacién.

Desde el Enfoque Ontosemidtico (EOS), las representaciones pueden analizarse
considerando dos dimensiones: como herramientas que median la accidn matematica (por ejemplo,
resolver un problema de optimizacion utilizando un grafico) y como portadoras de significado, es
decir, como medios a través de los cuales los estudiantes interpretan y comprenden los objetos

matematicos.
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Este enfoque resulta especialmente Gtil para esta investigacion, ya que permite analizar no
solo si los estudiantes pueden convertir una representacion algebraica en grafica (como indicaria
Duval), sino también qué significado le atribuyen a esa conversién, qué obstaculos encuentran,
como interviene la tecnologia (como GeoGebra) en ese proceso, y cdmo se configuran las practicas
matematicas en el aula. Asi, el EOS enriquece la mirada sobre los registros de representacion
semidtica al situarlos dentro de un entramado de significados mdas amplio, ofreciendo un marco

potente para interpretar la actividad matematica en situaciones reales de ensefanza y aprendizaje.

En esa linea, la presente investigacidn se apoya en la articulacién de la Teoria de los
Registros de Representacion Semidtica (TRRS) de Duval y el Enfoque Ontosemiético del
Conocimiento Matematico (EOS) propuesto por Godino y colaboradores. Ambos desempefiandose

como referentes tedricos en las representaciones y la construccidon de conocimiento matematico.

Pues bien, la TRRS se centra en el estudio de los sistemas de representacion que permiten
acceder a los objetos matematicos, resaltando la necesidad de movilizar registros y, de realizar
conversiones entre ellos. Por su parte el Enfoque Ontosemidtico (EOS) tiene una mirada mas amplia,
concibiendo el conocimiento matematico como un sistema de practicas semidticas, sociales y
personales, incluyendo el contexto, las normas, y los conflictos semidticos. La articulacion en ambas

teorias permite comprender los problemas de optimizacidon de manera sistémica e integral.

Esta integracion tedrica se justifica por la naturaleza misma del objeto de estudio: los
problemas de optimizacidn. Estos requieren el uso de multiples registros (por ejemplo, lenguaje
natural, representaciones graficas, ecuaciones algebraicas) y demandan procesos de interpretacion,

modelacién y toma de decisiones.

Finalmente, al incorporar GeoGebra como herramienta tecnolégica en la propuesta
didactica, se hace alin mas necesaria esta doble mirada. GeoGebra potencia la visualizacidn, facilita
la conversidn entre registros y permite representar dinamicamente los objetos matematicos; sin

embargo, su eficacia depende de cdmo los estudiantes interpretan y articulan esas representaciones
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en sus procesos de razonamiento. Asi, TRRS y EOS se complementan como marcos analiticos que
permiten comprender no solo lo que hacen los estudiantes con las representaciones, sino también
como construyen sentido a partir de ellas, lo cual es clave para promover un aprendizaje significativo

en temas complejos como la optimizacion.

2.2 Tecnologia digital como mediadora semiética

La tecnologia en el ambito educativo ha transformado las posibilidades y el acceso a la
educacion segln su uso. Entre sus beneficios se encuentra el acceso a la informacién y a plataformas
de aprendizaje en linea, ocupando el aprendizaje de manera interactiva e interesante para los
jovenes. En este contexto, la tecnologia digital emerge como un mediador semiético potente, al
ampliar las posibilidades de produccién, tratamiento y conversion de representaciones, y al ofrecer
entornos dinamicos donde los estudiantes pueden explorar visual, simbdlica y numéricamente los

conceptos matematicos.

En la educacidon media, la tecnologia no debe considerarse Unicamente como un recurso
auxiliar, sino como un medio que potencia los procesos cognitivos de los estudiantes. Herramientas
como software de geometria dindmica, calculadoras gréficas, plataformas interactivas o entornos de
algebra computacional permiten a los alumnos experimentar con conceptos abstractos, manipular
representaciones y establecer conexiones significativas entre diferentes ideas matematicas. Estos
recursos promueven un aprendizaje mas participativo, donde el estudiante no solo recibe

informacién, sino que la construye, la modifica y la analiza desde distintas perspectivas.

Ademas, el uso de tecnologia responde a las demandas de una sociedad cada vez mas
mediada por lo digital. Preparar a los estudiantes para enfrentar situaciones reales implica
desarrollar competencias que integren el razonamiento matematico con el uso efectivo de
herramientas tecnoldgicas. Desde esta dptica, la educacion matematica en la escuela media debe

propiciar ambientes donde los estudiantes resuelvan problemas contextualizados, modelen
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situaciones reales y exploren soluciones mediante representaciones multiples apoyadas por

tecnologia.

En la presente investigacidn la tecnologia serd abordada como un instrumento viable para el
aula de clase en la construccion de las representaciones semiéticas propios de la resolucién de

problemas de optimizacién.

2.2.1 GeoGebra como herramienta de mediacion semiotica

La comprensidn de los objetos matematicos exige que los estudiantes sean capaces de
movilizar distintas representaciones (graficas, algebraicas, numéricas o verbales) y realizar
conversiones significativas entre ellas. En este proceso, la Teoria de los Registros de Representacién
Semidtica (TRRS) de Duval sostiene que el entendimiento matematico no se logra solo operando en
un Unico registro, sino en la capacidad de transformar y convertir representaciones entre distintos
sistemas semidticos. A la vez, el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento Matematico (EOS) plantea
que dichas representaciones cobran sentido en contextos concretos de practica y significacién, y que

el conocimiento se construye en la interaccidn entre signos, discursos y actividades.

GeoGebra es un software de aplicacién libre con cddigo abierto disefiado para la creaciéon de
construcciones interactivas que proporcionan imagenes, ideas y conocimientos matematicos de
manera visual y accesible. En la investigacion, se considera como una herramienta pedagdgica que
apoya el acceso a diversas representaciones, su tratamiento y la conversion entre registros de
representacién. Segun Portillo et al. (2019), este software “permite trabajar en una misma ventana
los aspectos algebraico, numérico y grafico de un conocimiento matematico” (p. 7), lo cual favorece
un entorno de aprendizaje integrado, donde el tratamiento y la conversion entre registros se

vuelven procesos naturales.

Introducir una funcién y observar de inmediato su grafica y tabla de valores permite al

estudiante visualizar e interpretar relaciones matematicas complejas. Este transito entre, registros
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se vuelve mas accesible cuando los estudiantes pueden ver en tiempo real cémo una modificacion
simbdlica afecta la representacion visual del objeto. Esto permite reforzar el sentido del contenido

matematico, mas alla del procedimiento.

Desde la perspectiva del EQS, el valor de GeoGebra no radica Unicamente en su capacidad
de mostrar representaciones, sino en cdmo estas se significan en la practica. Este tipo de interaccion
responde a lo que Balcazar (2018), denomina funcién semiética: el proceso mediante el cual los
estudiantes interpretan los signos matematicos dentro de una situacion didactica concreta. Esta
posibilidad transforma la funcién semidtica en una experiencia activa: el signo no se presenta de

forma estatica, sino que se manipula, se explora y se resignifica en tiempo real.

Mas allad de su potencial visual, GeoGebra permite abordar directamente una de las
dificultades clave sefialadas por Duval: el fracaso en la conversién entre registros. Cuando los
estudiantes no logran relacionar la grafica de una funcién con su expresidn simbdlica, o no
entienden cdémo una derivada se conecta con la pendiente de una curva, se genera un conflicto
semidtico. GeoGebra ofrece un entorno donde estos conflictos pueden hacerse explicitos y
resolverse, al permitir al estudiante experimentar con los objetos, observar sus transformaciones y
validar sus propias hipdtesis mediante la manipulacién directa, lo que no solo facilita la
comprension, sino que transforma el papel de las representaciones: ya no son solo comunica, sino

que permite experimentar, modelar y argumentar.

Sin embargo, la efectividad del uso de herramientas tecnolédgicas no depende Unicamente
de su incorporacidn técnica o instrumental. Si su implementacidn no se articula dentro de una
secuencia didactica significativa, existe el riesgo de reproducir las mismas practicas tradicionales
bajo un formato digital. Desde una perspectiva semidtica, se reconoce que la construcciéon de
significados matematicos requiere contextos de ensefianza en los que se conjuguen propdsitos
claros, reglas institucionales bien definidas y practicas discursivas coherentes que den sentido a las

representaciones utilizadas.
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En este marco, actividades como el uso de deslizadores para explorar parametros, la
construccion dindmica de funciones o la verificacidn grafica de soluciones permiten al estudiante
hacer visible lo que antes debia imaginar, facilitando el transito entre registros de representacion.
Esto no solo reduce la carga cognitiva inicial, sino que propicia una comprensidén mas profunda del
objeto matematico, al fortalecer habilidades como la abstraccion, la generalizacion, la inferenciay la

validacién, fundamentales en la resolucion de problemas complejos como los de optimizacion.

Este software actia como un mediador cognitivo y didactico, en la medida en que posibilita
no solo el acceso a representaciones, sino la construccion significativa de conocimiento. En este
sentido, las representaciones ya no son solo “formas de mostrar” conocimientos matematicos, sino

también herramientas para pensar, conjeturar, experimentar, argumentar y validar.

Gracias a su enfoque visual y dindmico, GeoGebra permite representar y reinterpretar
conceptos abstractos de forma accesible, facilitando la comprensién de contenidos complejos que,
en entornos tradicionales, suelen mantenerse en un plano puramente simbélico. Esta experiencia
interactiva no solo favorece el desarrollo de la intuicion matematica, sino que también estimula
habilidades cognitivas superiores como la exploracidn estratégica, la autorregulacién y el

pensamiento critico.

De esa manera, GeoGebra constituye una herramienta potente para facilitar tanto el
tratamiento como la conversién entre registros semidticos, tal como lo plantea la Teoria de los
Registros de Representacion Semidtica (TRRS). Al permitir que los estudiantes transiten entre
representaciones algebraicas, graficas y numéricas en un mismo entorno, se favorece una
comprension mas profunda de los conceptos, fortaleciendo su capacidad para reconocer un mismo

objeto matematico desde distintas formas de expresion.

Simultaneamente, el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento Matematico (EOS) destaca
gue estas representaciones adquieren sentido cuando se integran en practicas discursivas y

contextos de interpretacion especificos. La interaccidn con los objetos matematicos en un entorno
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dinamico posibilita una resignificacién constante, reduciendo la distancia entre lo que se ensefiay lo

gue el estudiante realmente comprende.

Finalmente, la articulacion entre la TRRS y el EOS permite comprender que el papel de
GeoGebra no se limita a presentar representaciones visuales, sino a mediar procesos de
construccion de significado. En este sentido, GeoGebra actia como un entorno de mediacion

semidtica donde convergen la accion, la representacidn y la interpretacién.

2.3 Problemas de optimizacion

Teniendo en cuenta la articulacidn entre las representaciones semiéticas, el uso de
tecnologias digitales como GeoGebra, y el enfoque didactico propuesto por las teorias previamente
discutidas, resulta pertinente profundizar en la naturaleza de los problemas de optimizacion desde
una perspectiva educativa. Estos problemas, lejos de ser simples ejercicios mecanicos, constituyen
escenarios ricos para fomentar la comprension de conceptos matematicos complejos, promoviendo

el pensamiento critico y facilitando la aplicacion contextualizada del conocimiento.

Los problemas de optimizacidon en matematicas se refieren a la busqueda de la mejor
solucidn posible dentro de un conjunto de alternativas, bajo ciertas condiciones o restricciones. En
términos generales, implican maximizar o minimizar una funcién objetivo, que puede representar
cantidad, tiempo, distancia, costo, eficiencia u otros aspectos relevantes. Su importancia trasciende
el ambito puramente académico, ya que este tipo de razonamiento es fundamental en la toma de
decisiones en la vida cotidiana: desde elegir la mejor ruta para evitar trafico, hasta determinar cémo

distribuir recursos de manera eficiente o minimizar pérdidas en un proceso productivo.

Desde una perspectiva diddactica, la optimizacién ofrece un espacio privilegiado para integrar
distintas representaciones y trabajar de forma articulada con las nociones de variacién, cambio y
modelacién. En este sentido, la resolucion de problemas de optimizacidn se trata de aplicar técnicas

o algoritmos, y de comprender la estructura del problema, interpretar condiciones contextuales,
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traducirlas a un modelo matematico, y luego interpretar las soluciones dentro del mismo contexto.
Esta secuencia pone en juego habilidades cognitivas de alto nivel y ofrece un terreno fértil para el

desarrollo del pensamiento matematico avanzado.

Los estudiantes, ante situaciones que les exigen encontrar la “mejor” solucidn, tienden a
formular conjeturas y proponer estrategias que revelan un pensamiento orientado a la eficiencia.
Asi, resolver problemas de optimizacién implica no solo hallar un valor extremo de una funciodn, sino
también reflexionar sobre las condiciones del problema, los parametros involucrados y las

posibilidades de modificar o reinterpretar la situacién.

Didacticamente, esto abre la posibilidad de disefar tareas que desafien a los estudiantes a
movilizar multiples representaciones para interpretar, modelar y resolver problemas. La riqueza de
estos contextos radica en que no existe una Unica forma de abordarlos, y su resolucidn requiere el
transito entre distintos registros semioticos. En este sentido, el uso de herramientas tecnolégicas
como GeoGebra no solo apoya la visualizacion de estos procesos, sino que permite una
experimentacion activa, que fortalece la comprensién conceptual y promueve la argumentacion

matematica.

De igual forma, la optimizacidn es una rama de las matematicas dedicada a caracterizar y
determinar los valores maximos o minimos de una funcién (Ramos & Rodriguez, 2018). Pero lo
relevante desde el punto de vista pedagdgico no es solo el resultado final, sino el proceso de
construccion, exploraciéon y validacion que permite llegar a ese resultado. Desde esta dptica, ensefiar
optimizacidn implica transmitir técnicas de calculo, fomentar una comprensién profunda del
concepto de variacion, de las condiciones de un problema y de la interpretacién del modelo

matematico.

En suma, la naturaleza didactica de los problemas de optimizacion reside en su capacidad
para integrar multiples componentes del pensamiento matematico: la modelacidn, la interpretacion,

el uso de representaciones diversas, la toma de decisiones fundamentada y la argumentacion. Estas

54



caracteristicas los convierten en una herramienta pedagdgica poderosa para promover aprendizajes
significativos, siempre y cuando su ensefianza se articule con enfoques teéricos que reconozcan el
papel de las representaciones y la mediacidn tecnolédgica como elementos clave en la construccion

del conocimiento matematico.

Una de las aportaciones centrales de la Teoria de los Registros de Representacion Semidtica
(TRRS) de Duval es que comprender un objeto matematico no consiste Unicamente en operar dentro
de un solo registro, sino en coordinar distintos sistemas de signos para lograr una construccién
significativa del conocimiento. En el caso de los problemas de optimizacidn, este transito entre
registros es fundamental, ya que permite abordar las situaciones desde multiples perspectivas:

algebraica, grafica, numérica y verbal.

Siendo asi, los problemas de optimizacién, por su naturaleza, requieren comprender la
relacion entre variables, interpretar comportamientos funcionales y justificar decisiones
matematicas basadas en condiciones maximas o minimas. Estas exigencias cognitivas dificilmente
pueden ser satisfechas desde un Unico registro de representacidn. Resolver un problema de este
tipo implica, por lo general, movilizar al menos dos representaciones: por ejemplo, expresar
algebraicamente una funcidn objetivo y visualizar su comportamiento mediante una grafica. Esta
necesidad de alternar entre registros permite no solo operacionalizar procedimientos, sino también

otorgar sentido a los objetos matematicos involucrados.

Los problemas de optimizacion, por su estructura, exigen una traduccién de condiciones
contextuales (en lenguaje natural) a un modelo matematico formal (funcién algebraica), que luego
debe ser representado graficamente, interpretado numéricamente o contrastado con soluciones
posibles. Esta secuencia demanda que el estudiante realice conversiones entre registros y no se

guede anclado en uno solo.

En la resolucion de problemas de optimizacidn, una de las principales dificultades radica en

la falta de articulacion entre los distintos registros de representacion (Navarro et al. 2016; Portillo et
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al., 2019; Morales et al., 2022). Es comun que algunos estudiantes puedan realizar correctamente
procedimientos algebraicos, como el cdlculo de derivadas, pero sin lograr interpretar sus resultados
en un grafico o relacionarlos con la situacidon contextual que originé el problema. De manera inversa,
otros estudiantes pueden identificar visualmente el punto de maximo o minimo en una
representacion grafica, pero no disponen de los recursos simbdlicos necesarios para justificar esa
solucion de manera formal. Esta desconexion entre registros revela que el dominio parcial de un
lenguaje matematico no es suficiente para una comprension del fenédmeno de optimizacién, ya que

dicha comprension exige coordinar los diferentes modos de representacion involucrados.

Desde esta perspectiva, el transito entre registros no solo es una habilidad técnica, sino una
forma de pensamiento matematico compleja que debe ser ensefiada explicitamente. Esto implica
disefiar tareas donde los estudiantes deban producir, tratar y convertir representaciones en distintos
registros, y ser capaces de argumentar por qué estas representaciones son equivalentes o

complementarias.

Entonces, los problemas de optimizacion actian como un puente para conectar las
matemadticas con situaciones cotidianas y la realidad de los estudiantes. Esto es crucial, ya que las
matemadticas a menudo se perciben como desmotivadoras para los jévenes, quienes no ven una
correlacién o importancia en los temas trabajados. Ademas, los estudiantes suelen enfrentar
dificultades porque la ensefianza se centra en la practica algoritmica y algebraica, lo que carece de

sentido para ellos y dificulta la resolucién de problemas no rutinarios.

Esto implica entender que los objetos matematicos no tienen un significado fijo, sino que su
interpretacion depende del contexto y de las practicas en las que se utilizan. En la resolucién de
problemas de optimizacidn, esto es crucial porque permite a los estudiantes desarrollar una
comprension mas profunda y flexible de los conocimientos involucrados, facilitando la transicién

entre diferentes representaciones y enfoques.
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CAPITULO 3: Aspectos metodolégicos

Este capitulo presenta los aspectos metodoldgicos que guiaron el desarrollo de la presente
investigacion. Se detalla el enfoque adoptado, el disefio, la poblacién, los instrumentos y los

procedimientos seguidos durante el proceso de investigacién.

Disefio descriptivo y

DISENO exploratorio
Con conotimientos
POBLACION Y Estudiantes de
MUESTRA educacién media E:z?éﬂshfg dlgebra y
Instrumentos Taller con problemas de
INSTRUMENTOS cualitativos optimizacidn
i Primera sesidn;
) Actividades 1 y 2.
APLICACION DE Tres sesiones con
INSTRUMENTOS duracidn de 60 minutos.
Segunda sesion:
Actividad 3 (GeoGebra).
Fase 1: Disefio y Primer paso: Disefio del
aplicacién taller.
Fase 2: Recopilacidn y
PROCEDIMIENTO S,r_u;undg paso: F".I‘L'bﬂ-

andlisis de datos piloto con 20 estudiantes.

Fase 3: Interpretacion

de resultados. Tercer paso: Aplicacion

final con & estudiantes

llustracion 1. Diagrama del marco metodoldgico de la investigacion. (Disefio propio).

La presente investigacion se enmarca en una metodologia de caracter cualitativo, la cual,
segln Hernandez et al. (2014), se desarrolla en contextos naturales, priorizando la interpretacion de
las experiencias desde la perspectiva de los propios participantes. A diferencia de los enfoques
cuantitativos, que buscan generalizaciones estadisticas, la investigacion cualitativa se orienta a
comprender fenédmenos complejos, considerando las experiencias subjetivas, los significados
construidos y las relaciones contextuales que configuran el acontecer educativo. En este sentido,
resulta pertinente para analizar cdmo los estudiantes abordan y significan la resolucién de

problemas de optimizacidn mediante distintos registros de representacién semidtica involucrados

57



en el proceso, ya que permite acceder a las formas particulares en que cada sujeto se relaciona con

el conocimiento matematico en situaciones reales de aula.

Asi, se articula con el uso de un taller como estrategia metodoldgica, el cual fue disefiado
para promover la exploracién activa de conceptos matematicos mediante el uso del software
GeoGebra. Dicha estrategia posibilita observar, desde una perspectiva situada, las acciones,
decisiones y construcciones de sentido que emergen en la interaccién de los estudiantes con los
objetos matemadticos y con la herramienta tecnolégica, dentro de un ambiente de aprendizaje

estructurado pero flexible.

Asimismo, se adoptaron estrategias propias de la investigacion cualitativa segln Sampieri et
al. (2014), como la validaciéon del instrumento mediante una prueba piloto, y el analisis tematico con
base en categorias previamente definidas, especificamente, la Teoria de los Registros de
Representacidn Semidtica (Duval, 2006) y el Enfoque Ontosemidtico del conocimiento matematico
(Godino et al., 2006). Estas decisiones metodoldgicas fortalecen la credibilidad, transferibilidad y

consistencia del estudio, y permiten una comprensién mas profunda del fenémeno investigado.

El disefio metodoldgico corresponde a un estudio de caso instrumental (Stake, 1995), puesto
gue el interés principal no se centra en los casos particulares en si mismos, sino en la comprensidn
del fendmeno didactico del transito entre registros semiodticos en un contexto especifico de
ensefianza y aprendizaje. Este diseiio posibilita analizar en profundidad las practicas y procesos

involucrados, facilitando una comprensién rica y contextualizada del fenémeno.

Segun Yin (2003), el estudio de caso es adecuado cuando se busca responder preguntas del
tipo “cdmo” o “por qué” sobre fendmenos contemporaneos, dentro de su contexto real,
especialmente cuando los limites entre el fendmeno y el contexto no estan claramente definidos. En
este sentido, el estudio permite analizar cdmo los estudiantes interpretan, coordinan y convierten
distintos registros de representacién (grafico, algebraico, verbal, etc.) al interactuar con GeoGebray

enfrentarse a problemas de optimizacién.
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Asimismo, el estudio se inscribe dentro de una perspectiva constructivista e interpretativa,
reconociendo que el conocimiento matemadtico no es una transmision directa, sino una construccion
mediada por herramientas, interacciones y significados compartidos. En esta linea, se adopta una
mirada ontosemidtica del aprendizaje (Godino et al., 2006) y se toma como marco tedrico la Teoria
de los Registros de Representacién Semidtica (Duval, 2006), para interpretar como los estudiantes

movilizan diferentes representaciones en la resolucion de problemas.

La coherencia entre el enfoque cualitativo, el disefio de estudio de caso instrumental y la
estrategia metodoldgica implementada permite abordar el fendmeno desde una mirada integral,
contextual e interpretativa. Esta articulacion metodoldgica resulta pertinente para responder a la
pregunta de investigacién, ya que posibilita comprender cdmo los estudiantes transitan entre
diferentes registros de representacion semiética al enfrentarse a problemas de optimizacién

mediados por GeoGebra.

3.1 Diseio

El disefio metodoldgico de esta investigacidn se enmarca en un estudio de caso cualitativo
de tipo interpretativo, centrado en analizar cdmo un grupo de estudiantes de educacidn media
transita entre distintos registros de representacidon semiética durante la resolucién de un problema
de optimizacién con el apoyo del software GeoGebra. Este disefio permite explorar fenédmenos
complejos en su contexto natural, atendiendo a la construccidn de significados, y las estrategias de

resolucién y las dificultades que emergen en la interaccidn con la herramienta tecnolégica.

Mads que describir patrones generales, se busca comprender los procesos individuales y
colectivos mediante los cuales los estudiantes representan, interpretan y transforman objetos
matematicos al enfrentarse a tareas cognitivas especialmente disefiadas para este fin. Esta
perspectiva interpretativa favorece una aproximacion situada y rica en matices, lo cual resulta
pertinente para estudiar la mediacién semidtica que tiene lugar en entornos de aprendizaje

mediados por tecnologia digital.
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3.2 Poblacién y muestra

La poblacién acorde a la investigacién esta conformada por estudiantes de educacién media
del Colegio Agustiniano Norte, ubicado en Bogotd, Colombia. La muestra fue seleccionada mediante
un muestreo intencional, propio de los estudios cualitativos, el cual se caracteriza por elegir casos
gue permitan comprender en profundidad el fendmeno investigado (Hernandez et al., 2014). En este
caso, se selecciond intencionalmente a un grupo de cinco estudiantes de grado undécimo bajo

criterios definidos que garantizaran su pertinencia y coherencia con los objetivos del estudio.

Los criterios de inclusion fueron: a) estar matriculado en grado undécimo, b) haber cursado
asignaturas que incluyeran conceptos de dlgebra y calculo diferencial, en particular el tema de
derivadas, c) tener conocimientos basicos en el uso del software GeoGebra y d) disponibilidad y
compromiso para participar activamente en todas las sesiones del taller. Estos criterios fueron
definidos con base en las demandas del problema matematico propuesto (optimizacién) y en la
necesidad de contar con estudiantes que pudieran interactuar de manera significativa con las

representaciones semidticas movilizadas en el desarrollo del taller.

La eleccion de una muestra reducida responde a los propdsitos del estudio de caso
instrumental (Stake, 1995), que busca comprender un fendmeno didactico dentro de un contexto
especifico, mas que representar una poblacién amplia. Esta cantidad de participantes permitié
realizar un seguimiento individualizado, detallado y contextualizado de las estrategias,
interpretaciones y dificultades observadas, lo cual enriquece el andlisis cualitativo desde una légica

interpretativa y constructivista.

La seleccién se desarrolld en dos fases. Primero, se aplicéd una prueba piloto del taller a un
grupo mas amplio de 30 estudiantes, con el fin de validar el instrumento, identificar posibles
dificultades en su disefio y observar patrones preliminares de interaccién con GeoGebra. A partir de
esta experiencia, se ajustaron las actividades y se identificaron los perfiles de estudiantes que

respondian a los criterios establecidos. En la segunda fase, se seleccionaron los cinco casos que
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mostraron mayor disposiciéon y cumplimiento de los criterios, permitiendo una observaciéon mas
profunda del transito entre registros de representacidon semidtica en un entorno de aprendizaje

mediado por tecnologia.

Desde una perspectiva ética, se obtuvo el consentimiento informado de los participantes y
sus acudientes, garantizando la confidencialidad, anonimato y uso exclusivo de la informacién con
fines académicos. Se respetaron los lineamientos institucionales de investigacién con menores de

edad en contextos escolares.

3.3 Instrumentos

Para llevar a cabo la investigacion y recopilar los datos, se utilizaron instrumentos
cualitativos que permitieron registrar y analizar el transito entre los registros de representacién
semidtica en los estudiantes al resolver problemas de optimizacién mediante el software GeoGebra.
La combinacién de estos instrumentos proporciond una visién integral del proceso de aprendizaje,

facilitando la identificacidn de estrategias, dificultades y percepciones de los participantes.

Dentro de los instrumentos, el taller se establecié como el principal, debido que, segin
Rodriguez (2012), permite la adquisicién de conocimientos y habilidades a través de actividades. Su
estructura se concibe como una herramienta de externalizacion y transformacion, ofreciendo a los
estudiantes un espacio para relacionar los conocimientos escolares con la vida cotidiana. De este
modo, el taller no solo promueve el aprendizaje, sino que también fortalece habilidades esenciales

para la vida.

Asimismo, Rodriguez (2012) destaca que los talleres son fundamentales para la
interpretacion y sistematizacion en el ambito de la investigacidon educativa. En este sentido, el taller

disefiado para la investigacién se estructuré mediante:

una secuencia de actividades intencionadas en las cuales se involucra a los

participantes en un evento para el logro de sus fines. En los contextos de ensefianza
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y aprendizaje, las estrategias cumplen un papel fundamental en cuanto responden al
uso orientado y coordinado de acciones encaminadas a lograr que docentes y
alumnos puedan establecer relaciones significativas entre si, teniendo como marco
la relacion entre texto y contexto, los propdsitos de la interaccidn, los conocimientos

y saberes que circulan en el aula (p.16).

De esta manera, el taller se configura como un instrumento guiado por los principios del
constructivismo, actuando como un mecanismo de andamiaje entre la enseiianza de los docentes y
el aprendizaje de los estudiantes. En el contexto de la investigacion, el taller se considera un recurso
importante, pues no limita al estudiante a conocimientos estaticos y predefinidos, sino que
promueve la transferencia de saberes. Asi, se permite desarrollar la autonomia de los estudiantes y

su capacidad para aplicar sus conocimientos previos en nuevas situaciones.

Siguiendo a Rodriguez (2012), el taller permite: 1) una participacion libre y activa, en la que
los estudiantes dialogan y negocian las acciones, propdsitos, funciones, metas y requisitos para
abordar la tarea propuesta; 2) el desarrollo de estrategias propias mediante recursos como el
didlogo y la argumentacion, lo que fortalece la autonomia y el pensamiento critico; y 3) un espacio
de mediacidn, donde se potencia la dialogicidad y se favorece la construccion de aprendizajes

significativos mediante la interaccién y el intercambio de sentidos.

Ahora bien, este instrumento fue seleccionado por su capacidad para facilitar tanto la
ejecucion como la reflexion sobre el tema propuesto, lo cual permite situar la problematica y los
nuevos desafios en la enseflanza de las matematicas, promoviendo acciones de formacidn, por su
posibilidad de observar, registrar y analizar. Desde esta perspectiva, el taller se concibe como una
estrategia metodoldgica que favorece una participacion dinamica y orientada, a través de
actividades planificadas y estructuradas dentro de un marco flexible. El taller fue disefiado como una

secuencia de actividades que orientan al estudiante a movilizar diferentes registros —grafico,
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algebraico, verbal y numérico—, de forma progresiva y reflexiva, con el acompafiamiento del

software GeoGebra como herramienta de mediacidn tecnoldgica.

El disefio de las tareas se fundamenté en los principios de la Teoria de los Registros de
Representacién Semidtica (Duval) y en el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instrucciéon
Matematicos (EOS), buscando no solo que los estudiantes resolvieran un problema, sino que
representaran, interpretaran y argumentaran en distintos registros. Por ello, las preguntas del taller
fueron formuladas con distintos propdsitos: unas orientadas al tratamiento interno en un mismo
registro (por ejemplo, operar algebraicamente), y otras a la conversion entre registros (por ejemplo,
pasar de una grafica a una explicacidn verbal), lo que permite evidenciar los procesos cognitivos

implicados.

La validacién del instrumento se realiz6 mediante una prueba piloto aplicada a 30
estudiantes del mismo grado y contexto educativo. Esta fase permitié detectar ambigiliedades en la
redaccién de las preguntas, evaluar la pertinencia de los registros involucrados y verificar que las
tareas efectivamente promovieran los procesos semiéticos deseados. A partir de esta prueba, se
ajustaron formulaciones, se reorganizé la secuencia de las actividades y se incorporaron apoyos
visuales o técnicos necesarios. Asi, el taller final no solo funcioné como instrumento de recoleccion

de datos, sino también como una propuesta didactica con potencial formativo.

3.3.1. Actividad: Problemas de optimizacion

Para el desarrollo de la actividad, se tuvo en cuenta los aportes tedricos y los objetivos de la

investigacion. Ante ello, se hizo una serie de indicaciones, tratandose de:

Doblar una hoja de manera que una de sus esquinas toque el borde largo de esta, de tal

manera que se forme un tridngulo rectangulo en la esquina, como se muestra en la Figura.
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0a5¢ L

llustracion 2. Figura sobre el dobles de la hoja. (Elaboracion
propia)

Se les pregunta: ¢ Qué longitud debe tener la base y la altura del tridngulo para que su area

sea maxima?

1. Cambie de posicidn la esquina de la hoja (E) sobre el largo de esta y registre como

minimo 10 datos a partir de los triangulos rectangulos generados.

Tabla 1

Ejemplo de tabla para registrar la base y el drea de los tridngulos rectdngulos.

Base

Area

Tabla 2

Ejemplo de tabla para registrar la altura y el drea de los triangulos rectdngulos.

Altura

Area
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a. Observar los resultados de cada una de las tablas, ¢ Qué relacidn hay entre los valores de

la base y el area? y éQué relacidén hay entre los valores de la altura y el area?

Respuesta esperada:

Cuando la base del triangulo rectdngulo aumenta, el area del tridngulo también aumenta.
Sin embargo, después de alcanzar un cierto valor maximo, el drea comienza a decrecer. Por ende, la
relacién entre la base y el drea es también una funcidn cuadratica, que tiene un maximo punto que

representa el drea maxima que el triangulo pueda tener.

La relacion entre la altura y el drea también es lo mismo, ya que la funcién del area respecto

a su altura es una funcién cuadratica.

b. ¢Qué valores de la base y la altura parecen dar un drea maxima? ¢Se podria deducir el

valor del drea maxima del tridngulo?, si es asi ¢ Cual seria su valor?

Respuesta esperada:

El drea del tridngulo alcanza su valor maximo cuando la base estd entre 13 cmy 14 cm, y la

altura esta entre 10 y 11 cm. El drea maxima del tridngulo esta entre 42 y 43 cm?

2. Con los datos anteriores trazar la grafica 1 (base vs area) y la grafica 2 (altura vs area).
a. Al observar la gréfica 1 que relaciona la base y el area. ¢ Qué tipo de funciéon parece ser?

¢Qué informacién proporciona la gréafica sobre el area maxima?

Respuesta esperada:

La relacion entre la base y el drea sigue el comportamiento de una funciéon cuadratica. La
curva tiene una forma de parabola que abre hacia abajo, lo que indica que el drea aumenta

conforme la base crece hasta un cierto punto maximo y luego comienza a disminuir.

b. Al analizar la grafica 2 que relaciona la altura y el area. ¢ Cémo se comporta el drea a

medida que cambia la altura?
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Respuesta esperada:

La relacion entre la altura y el area sigue el mismo comportamiento que en la grafica de base
vs. area. Hasta cierto punto la altura incrementa el area del tridngulo, luego de ese punto maximo, el

area empieza a disminuir si la altura sigue incrementando.

c. ¢Qué relacion existe entre la grafica 1y 2 respecto al area maxima? ¢Como se relaciona

las medidas de la base, la altura y el drea?

Respuesta esperada:

Ambas gréaficas muestran un comportamiento cuadrdtico con una parabola que abre hacia
abajo, lo que indica que existe un punto maximo en cada una donde el area del tridngulo alcanza su

valor maximo y es el mismo.

La base y la altura estan directamente relacionadas y afectan el area del triangulo de la

misma manera.

3. Usar GeoGebra para crear una simulacion geométrica del papel doblado y asi realizar
mediciones en esta simulacidn. Luego, comparar estos resultados con los obtenidos
anteriormente.

3.1 Usar los ejes de coordenadas para alinear el tamaio del papel A4, ubicar en

el eje x la distancia de 29.7 cm y en el eje y la distancia de 21 cm, usar la

A

herramienta |runo

0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32
llustracion 3. Ejemplo de las
coordenadas generado en GeoGebra.
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3.2

Usar la herramienta Per'.-;-l;c;i-cular para trazar una recta perpendicular al eje x

gue pase por Ay una recta perpendicular al eje y que pase por B.

24
af

(us)

20
18
16
14
12
1

(SRS - =

2 4 6 B 10 12 14 16 18 20 22 24 26|28 30 32

llustracion 4. Ejemplo del ejercicio

generado en GeoGebra.

[
| w

Luego, usar la herramienta | y hacer clic en las intersecciones donde

Poligono

se encuentran los cuatro vértices. Hacer clic una vez mas en la primera

interseccién donde comenzd para indicarle a GeoGebra que ha terminado.

Ahora, ocultar las lineas con la herramienta | . arocuitar

0 2 4 6 8 1012 C4 15 18 20 22 24 26|28 30

llustracion 5. Ejemplo del paso 3.2
generado en GeoGebra.

objeto
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3.3

3.4

0 2 4

generado

6 8 0 12 C4 16 18 20 22 24 26 28 30 32
llustracion 6. Ejemplo del paso 3.2
en GeoGebra.

A

Usar la herramienta

Funto

en el borde inferior para representar la posicion

de la esquina superior izquierda después del pliegue. Conectar la esquina

superior izquierda con este punto usando la herramienta | .~

pliegue, o

Segmento

doblez, sera una bisectriz perpendicular de este segmento, seleccionar la

herramienta

Centro

weaioojubicar el punto medio, luego trazar una recta

perpendicular por este punto.

\E

B
6 8 10 12 €4 16 18 20 22 24 26 28 30 32

llustracion 7. Ejemplo de ilustracion

del paso 3.3 generado en GeoGebra.

Ubicar el punto donde el pliegue se encuentra con el borde corto del papel,

es decir, donde la bisectriz

intersecta el borde. Para hacer la interseccion de

manera que pueda moverse alrededor de todos los bordes del papel, se

necesita crear la interseccién con el poligono, en lugar de solo una de sus
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3.5

3.6

aristas. Usar la herramienta

el poligono.

g

mersecaen — dar clic en la recta bisectriz y luego en

oS
6 8 10 1 G4 16 18 20 22 24 26 28 30 32

llustracion 8. Ejemplo de grdfica del
punto 3.4 generado en GeoGebra.

Usar estos puntos para generar un nuevo poligono que represente la parte

del papel que se esta doblando, que es el triangulo superior izquierdo del

papel. Luego, seleccionar la herramienta

™, -
\
N
imetria axial
{reflexion)

y hacer clic en este

poligono y en la linea de pliegue de la bisectriz para crear la ilusion de que

realmente se esta doblando el papel. Colorear los poligonos para que las

diferentes partes se puedan discernir facilmente.

940 H-D

\ B

0 2 4 6 5 10 12 €4 16 18 20 22 24 26 28 30 32

llustracion 9. Ejemplo del paso 3.5

generado en GeoGebra.

Trazar el triangulo rectdngulo inferior izquierdo con la herramienta| < | vy

"

Area

con la herramienta

area que se necesita.

Poligono

determinar el drea del tridngulo. Este valor es el
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3.7
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N
N
™
[te]
o

Hy

R in 124 16 18 20 22 24 26 28 30 32

0 2 4 A
Area de GCE =41.91

llustracion 10. Ejemplo de grafica del
paso 3.6 en GeoGebra.

Abrir el Area de Gréficos 2 presionando Ctrl-Shift-2. Hacer clic una vez en
Graficos 2 para asegurar de que esté activo y luego crear un punto alli
escribiendo L = (x(E), t2) en el campo de entrada, donde E es el punto
movil que representa la esquina doblada hacia abajo, y t2 es el es el drea del
triangulo inferior izquierdo que se pide maximizar. Hacer clic derecho en
este punto en Graficos 2 y seleccionar Mostrar rastro. Luego, haz clic
derecho en la esquina que se mueve en el borde, el punto E en Gréficos 1,y

seleccionar Activar Animacion.

_ 4= 77 2g no 50
IC 5 36.09
Punto L{15.77, 36.09) L=(13,42.1)
40
Coordenadas polares
Objeto visible v
A Efigueta visible \/ .
¢ Mostrar rastro
20
([3 Rencmbrar
B Borrar
10
£ Propiedades
0 10 2 30 40 50

llustracion 11. Ejemplo de tabla y grdfica del paso 3.7 generado en GeoGebra.

En la parte superior derecha de la vista Graficos 2, hacer clic en el icono
_rﬁf y luego en los tres puntos : para seleccionar la opcién de Hoja de

célculo.



I = =
»  Cierra
%= Calculo Simbdlico (CAS)
4. Vista Gréfica 3D

Hoja de Célculo

>

Calculos de probabilidad

== Protocolo de Construccion

llustracion 12. llustracion de despliegue de opciones del
paso 3.7 generado en GeoGebra.

3.8 Luego, hacer clic derecho en el punto de la vista Graficos 2, para activar
Mostrar Rastro y Registro en hoja de cdlculo.
=(15.77, 36.09)

@ 3
Punto L(15.77, 36.09)

Coordenadas polares

Objeto visible v
A Etiqueta visible v
*  Mostrar rastro v

H Registro en Hoja de Célculo v

[0 Renombrar

W Borrar

3 Propiedades

llustracion 13. Despliegue de opciones generado en GeoGebra para
el paso 3.8.

De esta manera se generara el registro de los valores de la base y el area del

triangulo.
B|T| E|=|=
A B
2 1546 23717
3 1507 28.38
4 1467 23043
5 145 29.83
6 1428 40.31
7 1411 4064
8 1383 4112

9 1377 4121
10 13.71 41.3
1 13.49 41.6
12 13.26  41.86
13 13 421
14 12.87 4219
15 127 4229
16 12.53 42.36
17 1236 4241
18 12| 42.43
19 11.79 42.39



llustracion 14. Ejemplificacion de tabulacion con valores de base y drea,
generado en GeoGebra.

4. Teniendo en cuenta la simulacién en GeoGebra, responda las siguientes preguntas:
a. ¢Como se comparan los valores de la base y la altura del triangulo obtenidos en

la simulacién de GeoGebra con los registrados manualmente?

Respuesta esperada:

Los valores de la base y la altura del tridngulo obtenidos en la simulacién de GeoGebra son
muy similares a los registrados manualmente. La diferencia entre ambos conjuntos de datos puede

deberse a errores de medicidn, redondeo o precision en el registro manual.

b. ¢Como describirias el cambio en el drea del triangulo conforme se desliza la
esquina en la simulacidon de GeoGebra? ¢ Coincide esta variacién con las

expectativas basadas en los datos manuales?

Respuesta esperada:

A medida que se desliza la esquina de la hoja en la simulacion de GeoGebra, el area del
triangulo rectangulo cambia de manera gradual. Inicialmente, cuando la base es pequefia, el area es
también pequefia. Conforme la base aumenta, el area del tridngulo crece hasta alcanzar un valor
maximo en un punto especifico. Después de este punto, si la base sigue aumentando, el area
comienza a disminuir progresivamente. Este comportamiento confirma que la relacién entre la base

y el drea es una funcién cuadratica, con un punto maximo claro.

La simulacién en GeoGebra confirma los resultados obtenidos manualmente, mostrando que
el area del triangulo sigue un comportamiento parabdlico y que existe un punto en el que la base y la

altura generan un area maxima.
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c. Al observar la relacién entre los valores de la base y el area en la tabla, équé
patrén se puede identificar? ¢Hay un punto en que el drea aumenta y luego

empieza a disminuir conforme cambia la base?

Respuesta esperada:

El area del tridngulo aumenta conforme la base crece desde valores pequefios, pero después
de alcanzar un punto maximo, el area comienza a disminuir a medida que la base sigue aumentando.
Este comportamiento es caracteristico de una funcién cuadratica, lo que indica que el drea sigue una

parabola que abre hacia abajo.

Hay un punto en el que el area del tridngulo alcanza su valor maximo. Antes de este punto,
el drea crece conforme la base aumenta, pero después de ese punto, el drea comienza a decrecer.

Este punto corresponde al vértice de la parabola en la funcién cuadratica que modela el drea.

d. Al comparar la grafica con los datos tabulares, ées el punto de area maxima el
mismo? ¢ Qué tan precisa es esta representacion grafica respecto a los datos

manuales?

Respuesta esperada:

El punto de drea maxima identificado en la tabla de datos coincide con el maximo en la
grafica. En ambos casos, el area mdxima del tridngulo ocurre cuando la base es aproximadamente

13.97 cmy la altura es 10.80 cm, alcanzando un drea maxima de 42.44 cm?.

Aunque los datos tabulares reflejan el mismo patrén, la grafica ofrece una forma mas precisa

y continua de analizar la relacidon, minimizando errores de medicidn y redondeo.

e. ¢Qué pasaria si se cambia el tamafio de la hoja (por ejemplo, usando papel
tamafio oficio en lugar de carta)? ¢ Como afectaria esto al area maxima del

triangulo formado? éPor qué?
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Respuesta esperada:

Si se usa una hoja tamafio oficio en lugar de carta, el area maxima del triangulo formado es
significativamente mayor porque tanto la base como la altura pueden alcanzar valores mas altos.
Esto confirma que el &rea maxima depende directamente del tamafio del papel y que una hoja mas

grande permite obtener un tridngulo de mayor area.

3.4 Aplicacién del instrumento

La implementacién del taller se llevd a cabo en tres sesiones de clase, cada una con una

duraciéon de 60 minutos.

Primera hora: Desarrollo de las actividades iniciales

Durante la primera sesidn, se trabajaron las actividades 1y 2 del taller. A cada estudiante se

le entregd el material necesario para la actividad, que incluia:

e Una hoja tamafio carta,

e Una hoja milimétrica,

e Eltaller en fisico,

e Regla, I3piz y borrador.

Los estudiantes realizaron los dobleces en la hoja de papel, registraron los datos obtenidos
en la tabla correspondiente, trazaron las graficas requeridas y respondieron las preguntas

relacionadas con las actividades.

Segunda hora: Simulacién del problema en GeoGebra

En la segunda sesidn, se llevd a cabo la actividad 3, que consistié en la simulacidn del
problema de optimizaciéon en GeoGebra. Para ello, se hizo uso de la sala de informatica, permitiendo

gue cada estudiante trabajara individualmente en un computador. Se utiliz6 GeoGebra Clasico, ya
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gue esta version puede ejecutarse en linea, evitando asi la necesidad de solicitar permisos para su

instalacion en los equipos.

Tercera hora: Andlisis de la simulacion y actividad final

En la dltima sesién, se retomé la simulacién en GeoGebra, lo que permitid a los estudiantes
responder las preguntas correspondientes a la actividad 4. Durante este tiempo, los estudiantes
analizaron los resultados obtenidos en la simulacién y compararon estos con los datos registrados

manualmente, lo que les facilité la comprensién del problema de optimizacién planteado en el taller.

A través de la implementacion del taller, se promovid la transicidn entre los registros de
representacién semidtica (algebraico, grafico, tabular y geométrico), permitiendo ademas registrar

las interacciones de los estudiantes con las actividades y el software GeoGebra.

En segundo lugar, se llevaron a cabo observaciones directas durante la implementacién del
taller, con el objetivo de analizar la manera en que los estudiantes abordaban la resolucion del
problema, cémo utilizaban GeoGebra y qué estrategias empleaban para transitar entre los

diferentes registros de representacién semidtica.

Se realizd un registro sistematico mediante el diario de campo, entendido como una
herramienta necesaria en la investigacién para recopilar informacion contextual, ampliar las
descripciones y proporcionar una base para el andlisis de los datos (Sampieri, 2003). En ese caso, las
anotaciones se derivan de la observacidn directa, incluyendo la descripcién detallada de lo
observado, asi como aspectos relevantes del contexto educativo. Ademas, el diario de campo
permitiod formular y ajustar hipdtesis, plantear preguntas de investigacién y registrar otras
observaciones clave para la realizacidn coherente de la investigacidn. Asi, las impresiones sobre el
desarrollo del taller las reacciones de los estudiantes, sus avances y las dificultades observadas. Este
instrumento permitié profundizar en la interpretacién del proceso de aprendizaje, identificando

patrones en la resolucién de problemas.
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Por ultimo, como instrumento se maneja las producciones matematicas de los estudiantes,
incluyendo sus representaciones algebraicas, graficas, tabulares y geométricas generadas en
GeoGebra. Estas producciones permitieron evaluar cdmo los estudiantes construian su comprensién

del problema y cémo se manifestaba su transito entre los diferentes registros semiéticos.

3.5 Procedimiento

La investigacidn se desarrollé6 mediante varias fases estructuradas, con el propdsito de
analizar el transito entre los registros de representacién semidtica en los estudiantes al resolver
problemas de optimizacidn con el software GeoGebra. Cada etapa fue planificada para garantizar la
recopilacion de datos precisos y la adecuada implementacion del taller didactico disefiado para este

estudio.

Fase 1:

1. Primer paso

En un primer momento, se disefid un taller que se implementard como eje principal de la
investigacion, estructurado con base a un problema de optimizacién, modificado para responder a
los objetivos y pregunta problema. En un inicio, el problema de optimizacidn consistia en determinar
la ubicacidn de un punto de apoyo para minimizar la longitud de un cable entre dos postes de
diferentes alturas. No obstante, con el objetivo de incluir el uso de material concreto y tener una
mayor interaccién con los conceptos matematicos, se prefirié modificar el problema, planteando la
situacidn en la que los estudiantes debian doblar una hoja de papel donde una de sus esquinas

tocara el borde largo de la misma, formando un tridngulo rectangulo cuya drea debia maximizarse.

Para el disefio del taller, se tuvo en cuenta los diferentes registros de representacion
semidticas, asegurando que los estudiantes tuvieran la oportunidad de transitar entre ellos durante

la resolucidn del problema. Ademas, se incorporé el uso del software GeoGebra, con el objetivo de
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facilitar la visualizacién y comprensién de los conceptos matematicos implicados en el problema de

optimizacién.

2. Segundo paso

Antes de la aplicacién definitiva del taller, se llevé a cabo una prueba piloto con 30
estudiantes de grado undécimo, con el propdsito de evaluar la claridad de las instrucciones, la

pertinencia de las actividades y la efectividad del uso de GeoGebra en la modelacién del problema.

Durante la prueba piloto, se realizaron observaciones directas para registrar la interaccién
de los estudiantes tanto con el problema como con el software, identificando posibles dificultades
en la comprensidn y en la transicién entre distintas representaciones semidticas. Para sistematizar
estas observaciones, se emplearon rubricas de observacion, las cuales, segun De La Cruz, (2022)
resultan fundamentales, ya que la observacion requiere una atencion focalizada, la identificacion de
elementos clave y la recopilacion de informacidn relevante. En este sentido, la ribrica es una
herramienta que “describe el grado de logro que una persona ha demostrado en el desarrollo de
actividades especificas de su carrera” (Santos, 2010). Su aplicacion permite evaluar de manera
objetiva el desempefio de los estudiantes en las tareas de aprendizaje, estableciendo estdndares que
facilitan el andlisis del cumplimiento de los objetivos de la investigacion. Ademas, al estructurar
criterios especificos, la ribrica proporciona un marco detallado para valorar cada tarea realizada en

funcidén de los objetivos planteados en el estudio.

Al finalizar la prueba piloto, se recolectaron y analizaron los datos, en los cuales se
documentaron las estrategias y dificultades de los participantes. Esta informacion permitié realizar
ajustes en el disefio del taller, asegurando que las actividades fueran claras y facilitando la transicion

entre los registros semiodticos de manera mds efectiva.

3. Tercer paso
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Después de la prueba piloto y la implementacion de ajustes del taller, se llevé a cabo la
aplicacion final con una muestra de cinco (5) estudiantes seleccionados de las 30 iniciales,
destacados por su disposicién para participar y sus estudios de calculo diferencial. Siendo asi, se
trabajo bajo la metodologia de grupo focal, siendo una técnica utilizada para recopilar datos
cualitativos al explorar percepciones, aprendizajes y posibles disonancias dentro del grupo frente al

taller (Sutton, 2012).

Desde esta perspectiva, a diferencia de enfoques individuales, el grupo focal permite captar
la construccién colectiva del conocimiento en un contexto de interaccidn, donde los participantes
pueden expresar ideas, debatir sus conocimientos y generar nuevas reflexiones a partir de las
intervenciones. Este método posibilita la identificacién de consensos y divergencias, facilitando la

comprension de los procesos cognitivos y sociales involucrados en la investigacion.

De igual manera, el grupo focal segin Sutton (2012) opera como un espacio de dialogo,
donde la interaccidn de los participantes con la actividad es guiada, pero no restringida, logrando un

equilibrio entre el control y la espontaneidad del proceso de investigacién.

La actividad consto de:

1. Exploracién inicial del problema, donde los estudiantes analizaron la situacién y formaron un
plan inicial con estrategias para abordar la optimizacién del area del tridngulo formado al
doblar la hoja.

2. Eluso de registros de representacion semiética, incentivando a los estudiantes a representar
el problema en diferentes formas, promoviendo la conversidn entre registros.

3. Lasimulacion en GeoGebra, por la cual se solicité a los estudiantes que utilizardn GeoGebra
para construir la representacion grafica del problema y verificar sus resultados mediante

herramientas digitales.
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4. Discusién y argumentacién, etapa donde los estudiantes explicaron sus estrategias y
resultados, reflexionando sobre la utilidad de cada registro de representacion en la

comprension del problema.

Durante toda la sesidn, se realizaron observaciones estructuradas e indicaciones
descriptivas, documentando la forma en que los estudiantes transitaban entre los registros

semidticos y cdmo interactuaban con el software GeoGebra.

Fase 2: Recopilacion y andlisis de datos

Una vez terminado el taller, se analizé cada una de las respuestas. Lo cual incluyé la
recopilacion y revision de las hojas de trabajo de los estudiantes, que contenian representaciones

algebraicas, gréficas, tabulares y el uso de GeoGebra.

La intencién era entender cdmo habian interpretado el problema de optimizacién, y como se

habia realizado o no la transicién de una representacion a otra.

Adicionalmente, se considerd analizar el transito de lo concreto a lo numérico, los
estudiantes doblaron la hoja de papel generando diferentes triangulos rectangulos, de manera
simultanea registraron en la tabla las medidas de la base y la altura de cada figura resultante, y con

esto se calculd las areas correspondientes.

Esta etapa es considerada como un acto perceptual semidtico, debido a que la interaccion
con el material concreto hasta llegar a los nimeros puede representar la construccion de un
significado matematico. Segin Tamayo (2006), este tipo de representacién permite construir

visualmente significados antes de su formalizacidn simbdlica.

Segun la teoria de Duval (1999), el paso de lo concreto (Doblar la hoja) a lo numérico (tabla)
puede verse como el transito de un registro figural a uno numérico, lo cual permite al estudiante

verificar, comparar y predecir relaciones entre variables.

79



Este transito ademds concibe el uso de material concreto como mediador semiético, ya que
facilita la estructuraciéon del conocimiento matematico a través de su accidon, observacién y medicion

(Caicedo, 2013; Balcazar, 2018).

Capitulo 4: Resultados

En este capitulo se analizan los procesos de resolucién de cinco estudiantes que participaron
en las actividades disefiadas. El analisis se centra en identificar las estrategias utilizadas por los
estudiantes, los registros semiéticos movilizados y los obstaculos observados en el transito entre
ellos. Para ello, se utiliza como marco interpretativo la Teoria de los Registros de Representaciéon
Semidtica (TRRS) de Duval, focalizandose en los procesos de tratamiento y conversion entre los
registros algebraico, gréfico, numérico, verbal y geométrico, y el Enfoque Ontosemidtico (EOS) para
examinar los significados emergentes y los conflictos semidticos en la interaccién con los objetos

matematicos.

En primer lugar, se expondran los resultados numéricos, que seran base para las
representaciones graficas, permitiendo una transaccién gradual desde los datos cuantitativos hacia
su interpretacion visual. A continuacidn, se presentaran los resultados en su forma algebraica, para
luego dar paso a la representacién geométrica mediante el uso de GeoGebra, que seglin Aguilar et
al. (2014) es una herramienta que facilita la visualizacidon de conceptos geométricos y matematicos.
Posteriormente, se realizard una representacion entre lo geométrico y lo numérico, para identificar
interrelaciones. Finalmente, se utilizara el lenguaje natural como mediador semidtico para
interpretar y contextualizar los resultados, proporcionando una correlacién entre las

representaciones abstractas y su comprensién en términos cotidianos (Gruszycki et al., 2014).

De este modo, se presentaran los resultados obtenidos a partir de la revision del taller

aplicado a cinco estudiantes. Se expondran de manera individual los registros de las
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representaciones semidticas en los ejercicios, lo que permitira realizar un andlisis preliminar que

servira como base para la propuesta sobre el uso del software GeoGebra.

Estudiante 1.

1. Numérico - Grafico

Realiza el registro de las medidas de la base y la altura en la tabla, con base en estos datos

calcula el area de los triangulos rectangulos generados (Ver anexo 1).

El estudiante procede a graficar la relacion entre la base y el area, deduce que la funcién se

ve como una pardbola y que el d&rea maxima se encuentra en su vértice (Ver anexo 2).

Esta conversion es una demostracion de las actividades cognitivas de tratamiento
(reorganizacidn de datos) y conversion (cambio de tabla a grafico), tal como lo propone Duval

(1999).

Desde la perspectiva de Hernandez et al. (2017), se encuentra una clara diferenciacién
funcional en el uso de los registros. Es decir, el estudiante no confundié el objeto matematico (area
maxima) con sus representaciones. Esto muestra el transito de representacién semidtica adecuado,

de acuerdo con Duval y Godino.

2. Numérico - Algebraico

El estudiante no escribe una expresidn algebraica explicita para esa relacién, pero
verbalmente afirma que es una funcién cuadratica. Esto, consecuentemente, induce el transito hacia
el registro algebraico, pero sin un tratamiento formal de manipulacion de simbolos (Ver anexo 3).

Segun Valerio et al. (2021), esto esta en linea con errores comunes observados en
estudiantes que son capaces de identificar patrones, pero no formalizan la expresién algebraica.
Quizas haya algun tipo de interferencia semiética aqui, donde el significado funcional se intuye, pero

se deja formalmente sin expresar.
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3. Grafico - Geométrico (GeoGebra)

En la simulacién de GeoGebra, el estudiante construye la figura del papel doblado y analiza
como cambia el valor del area del tridngulo en funcidn del movimiento de una esquina. Dicho
comportamiento se tabula y se valida graficamente, mostrando una coordinacién entre los tres

registros: grafico, tabular y geométrico (Ver anexo 4).

Esta transicion multiple responde a la articulacidn de las representaciones en la
configuracion de significado descrita por Balcdzar (2018) y por el Enfoque Ontosemiético. Por otra
parte, asume a GeoGebra como un medio para explorar y validar, lo que mejora la visualizacién del

objeto matematico (Navarro et al., 2016).

4. Geométrico - Numérico

Los valores registrados en la simulacion fueron reconocidos por el estudiante como iguales a
los de la tabla. Esta comparacidn puede unificar la comprensidn del objeto matematico, ya que
diferentes representaciones del area maxima pueden ser directamente contrastadas entre si (Ver
anexo 5).

Estas diferentes representaciones son fundamental en el transito semidtico ya que el
estudiante muestra flexibilidad en el pensamiento, apoyado por una construccion activa a través de

diferentes representaciones externas (Sanchez et al., 2008) y Caicedo (2013).

5. Lenguaje Natural como mediador semiético

Utiliza un lenguaje explicativo claro para describir las relaciones de proporcionalidad, el
comportamiento creciente y decreciente de la funcidn, y para justificar su eleccidon de dénde el drea

deberia ser maxima (Ver anexo 6).

Esto muestra el papel mediador del lenguaje en lo que Tamayo (2006), llama registro

mediador, donde se comunican significados matemadticos y se establecen vinculos entre registros.

Conclusion
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El estudiante realiza el transito de los registros numérico, grafico, geométrico y verbal,
mostrando una comprension del objeto matematico (drea maxima). Aunque el registro algebraico
como tal no estd completamente desarrollado, se verifica una apropiacién del concepto de

optimizacidn, con el apoyo de la visualizacién y la validacion tecnolégica.

El analisis converge con la propuesta teérica, corroborando la necesidad de fomentar
actividades didacticas que permitan establecer diferentes representaciones semidticas, como las

proporcionadas por GeoGebra, para potenciar el transito de una representacion a otra.

Estudiante 2.

1. Numérico - Grafico

A partir de los valores tabulados, la estudiante ve que el area aumenta hasta un valor
maximo y luego disminuye. Y observa que la relacién base-drea y altura-drea corresponde a una

funcion cuadratica (Ver anexo 7).

Esta conversién debe considerarse una movilizacidon semidtica adecuada, ya que traduce
datos numéricos en representaciones graficas y permite la identificacion de elementos de la funcion
cuadratica como, el vértice la parabola (Ver anexo 8). De acuerdo con Hernandez et al. (2017), esta
transicién permite que la representacion de la funcién sea diferenciada y que se comprenda su

comportamiento.

2. Numérico - Algebraico

En lugar de desarrollar la expresion algebraica dada en el enunciado del problema, el
estudiante reconoce que la relacion entre la base y el area es cuadratica y que la relacién entre la
altura y el area también es cuadratica. Este reconocimiento refleja un tipo de inferencia simbdlica,

pero sin un tratamiento formal bajo una expresidn algebraica (Ver anexo 9).
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Segun Valero et al. (2021), refleja una problematica comun en los estudiantes que
identifican patrones funcionales, pero no logran articularlos simbdlicamente. El transito de la

representacién numérica a algebraica es parcial.

3. Grafico - Geométrico (GeoGebra)

En la simulacién de GeoGebra, el estudiante recrea el escenario establecido con el papel
doblado y explica los cambios en el area a medida que se arrastra la esquina. Compara los valores
derivados de la simulacién con los que figuran en la tabla y reconocen que ambos tienen el mismo

comportamiento: crece, punto maximo y decrece (Ver anexo 10).

Este transito es una transformacidn entre representaciones graficas y geométricas
(dinamicas), comparando la diferencia con respecto a los datos tabulados. Segun Balcazar (2018),
Navarro et al. (2016), el uso de GeoGebra como recurso tecnoldgico permite validar

representaciones y refuerza el sentido funcional ante el problema.

4. Geométrico - Numérico

La estudiante reconoce que, aunque no sean idénticos los valores de GeoGebra a los de los
manuales, encajan con el mismo comportamiento y punto maximo. Esta comparacion permite
analizar las representaciones dindmicas que valida resultados y fortalece el transito entre registros

(Ver anexo 11).

Desde el punto de vista de Duval (1999), esto significa un retorno del registro geométrico

(visual y dinamico) al numérico, fortaleciendo el transito semiético sobre el objeto matematico.

6. Lenguaje Natural como mediador semiético

Durante el taller, la estudiante expone de manera clara los comportamientos de

las funciones, los patrones de cambio y la relacidn entre los resultados (Ver anexo 12).
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Emplea el lenguaje para aclarar, justifificar y contrastar los diferentes registros, lo que la con

vierte en un mediador esencial, segun lo indicado por Tamayo (2006) y Caicedo (2013).

Conclusion

La estudiante realiza el transito de una representacion a otra de manera coherente, logra
pasar de lo concreto, numérico, tabular, grafico, geométrico y verbal, apoyada en la observacion, la
comparacion y el uso de GeoGebra como herramienta de validacidon. Aunque el registro algebraico
no se desarrolla de manera explicita, hay una apropiacion significativa del problema de optimizacion
a través del uso coordinado de representaciones. El analisis evidencia que la estudiante construye
significados matemadticos a partir de la exploracidn grafica y analisis verbal, lo cual es coherente con

el marco tedrico de la investigacion.

Estudiante 3.

1. Numérico - Grafico

El estudiante analiza el comportamiento funcional al graficar las relaciones entre base y
area, asi como altura y area. Reconoce que ambas funciones presentan una forma parabdlica y que

existe un punto maximo, correspondiente al area maxima (Ver anexo 13).

Este proceso demuestra un manejo y conversion eficaces entre diferentes registros,
facilitando visualmente el comportamiento de la funcion (Ver anexo 14). Segun lo expuesto por
Hernandez et al. (2017), este paso es crucial para fomentar una comprension del comportamiento

de la funcién desde una perspectiva visual y continua.

2. Numérico - Algebraico

Aunque el estudiante no formula una funcién simbdlica, identifica patrones de
proporcionalidad y deduce de manera verbal que el area maxima se alcanza cuando la base y la
altura mantienen una proporcion similar. Incluso menciona que “la altura es aproximadamente la

mitad de la base”, lo que refleja una inferencia estructural (Ver anexo 15).

85



Valiero et al. (2021) indican que esta dificultad es frecuente cuando los estudiantes
identifican patrones sin llegar a formalizarlos. Pineda et al. (2021) sugieren que esto podria
atribuirse a la predominancia de un enfoque inductivo que carece de una traduccion simbodlica.
Ademas, Tamayo (2006) sefala que la falta de coordinacién entre diferentes registros puede

restringir el acceso al objeto matematico, sobre todo si el docente no fomenta dicha conexidn.

3. Grafico - Geométrico (GeoGebra)

En esta fase, el estudiante utiliza GeoGebra para recrear de manera geométrica el contexto
del papel doblado, observando las variaciones en el drea del triangulo al mover una de sus esquinas.
A lo largo de este procedimiento, establece una comparacién entre los resultados generados
digitalmente, los valores graficados y los que ha registrado manualmente en una tabla, lo que
demuestra una coordinacion efectiva entre los registros geométrico, grafico y tabular (Ver anexo

16).

Desde la perspectiva tedrica de Duval (1999), es fundamental diferenciar entre el objeto
matematico y sus diversas representaciones. En este contexto, GeoGebra se posiciona como una
herramienta que permite la validacién visual. Navarro et al. (2016) sefialan que esta clase de
tecnologia facilita la exploracién de funciones, mientras que Balcdzar (2018) enfatiza su funcidn
mediadora en la construccion de significados. Asimismo, segln lo argumentan Caicedo (2013) y
Tamayo (2006), el uso de representaciones visuales externas contribuye a la interiorizacién de

conceptos al establecer un vinculo entre lo numérico y lo visual-geométrico.

4. Geométrico - Numeérico

El estudiante compara los resultados de la simulacién con los valores que se han tabulado
manualmente. Si bien detecta ligeras discrepancias en los valores del drea maxima, admite que el

comportamiento general es consistente en ambos casos. Esta validacion demuestra una transicién
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del registro visual-geométrico al numérico, lo que refuerza la comprension del fenémeno (Ver anexo

17).

De acuerdo con Duval (1999), esta conversion no solo implica transferir informacién entre
registros, sino también asegurar su coherencia. En este contexto, el estudiante emplea el registro
numérico para corroborary ajustar lo que ha observado de manera geométrica. Navarro et al.
(2016) indican que tales comparaciones refuerzan el sentido funcional, y segin Balcazar (2018), esta
articulacién promueve la consolidacion de significados a través del uso integrado de tecnologia y

representaciones externas.

5. Lenguaje Natural como mediador semiético

A lo largo de sus respuestas, el estudiante emplea el lenguaje para ilustrar las relaciones
entre las variables, justificar sus decisiones y clarificar la variacidn del area. Si bien su exposiciéon no
siempre es técnicamente correcta, desempefia un papel significativo como intermediario entre lo

observado y lo entendido (Ver anexo 18).

Segln Tamayo (2006), el lenguaje natural facilita la expresidon de ideas matematicas antes de
gue sean formalizadas, lo que favorece la asimilacidn de significados. Caicedo (2013) también indica
gue este tipo de representacion es fundamental para vincular lo concreto con lo abstracto. En este
contexto, el lenguaje asiste al estudiante en la articulacién de lo visual, lo numérico y lo grafico,

aunque aun presenta algunas limitaciones en términos de rigor conceptual.

Conclusion

El estudiante efectla una transicién semidtica y bien estructurada entre los registros figural,
numeérico, grafico, geométrico y verbal, empleando de manera significativa GeoGebra como
herramienta de exploracion. Aungue no presenta la funcidon de manera algebraica, muestra una
comprension del problema de optimizacién a través del analisis de patrones, proporciones y

validaciones cruzadas. Este desarrollo es consistente con el marco tedrico de la investigacion y
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evidencia una construccién sustancial del conocimiento matematico a partir del uso coordinado de

diferentes registros de representacion.

Estudiante 4.

1. Numérico - Grafico

La estudiante representa graficamente los datos obtenidos de las mediciones manuales,

mostrando la relacién entre la base y el area, asi como entre la altura y el drea (Ver anexo 19).
Reconoce visualmente la forma parabdlica de los gréficos y localiza el punto donde se alcanza el drea
maxima. Este proceso demuestra una comprension funcional que se manifiesta graficamente,
permitiendo interpretar la tendencia general del comportamiento de las variables (Ver anexo 20). De
acuerdo con Duval (1999), este enfoque grafico facilita la construccidn de significados globales a
partir de datos especificos. Ademds, Hernandez et al. (2017) apuntan que estas representaciones

graficas permiten observar claramente la evolucidn de la funcién, lo que mejora la interpretacion

visual continua del objeto en estudio.

2. Numérico - Algebraico

En sus respuestas, la estudiante no formula una expresion simbdlica, pero reconoce una
relacién funcional entre las variables. Por ejemplo, menciona que "el area parece ser la mitad de la
base", lo cual indica un razonamiento mas estructurado, aunque no esté formalizado
algebraicamente (Ver anexo 21). Esta transicion parcial hacia lo algebraico es comun cuando el
enfoque inductivo no se conecta con el registro simbélico (Valiero et al., 2021; Pineda et al., 2021).
Tamayo (2006) también advierte que, si el docente no facilita explicitamente el paso entre registros,
es posible que los estudiantes permanezcan en niveles intuitivos sin alcanzar una formulaciéon

algebraica general.

3. Grafico - Geométrico (GeoGebra)
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Durante la modelacion en GeoGebra, la estudiante observa cdmo cambia el area del
triangulo al ajustar la posicion de uno de los vértices del papel doblado. Al comparar estos
resultados con los graficos previamente elaborados y con los datos obtenidos manualmente,
confirma que el punto del drea maxima es similar con todos los registros utilizados. Esta correlacion
demuestra una conversion efectiva entre lo grafico, lo geométrico y lo tabular (Ver anexo 22). Segun
Duval (1999), esta habilidad para relacionar diferentes representaciones es crucial para un control
semidtico adecuado del objeto matematico. Ademas, autores como Navarro et al. (2016) y Balcazar
(2018) resaltan el valor de GeoGebra como una herramienta que fomenta tanto la visualizacidn

funcional como la experimentacién estructurada.

4. Geométrico - Numérico

La estudiante establece conexiones entre los valores obtenidos en la simulacion y aquellos
registrados manualmente. Aunque nota que no son idénticos, reconoce su cercania y consistencia en
términos funcionales (Ver anexo 23). Esto indica una validacién entre registros que refuerza su
comprension del problema desde diversas perspectivas. Duval (1999) sostiene que esta verificacion
entre representaciones fortalece la aprehensién del objeto matematico. Asimismo, Navarro et al.
(2016) sefialan que este tipo de comparacién contribuye a consolidar el sentido funcional en los

estudiantes al corroborar sus predicciones iniciales.

5. Lenguaje Natural como mediador semioético

La estudiante utiliza lenguaje natural para describir, argumentar y reflexionar sobre las
relaciones existentes entre las variables y cdmo cambia el drea (Ver anexo 24). A pesar de que
algunas expresiones son intuitivas, logra comunicar lo que entiende. Tamayo (2006) afirma que el
lenguaje representa un registro esencial para expresar ideas matematicas antes de su formalizacion.
Igualmente, Caicedo (2013) destaca que el lenguaje verbal ayuda a conectar diferentes
representaciones, especialmente durante la construcciéon del significado de un concepto matematico

desde perspectivas graficas, numéricas y visuales.
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Conclusion

La estudiante utiliza coherentemente diversos registros de representacion: numérico, grafico,
geomeétrico y verbal. Aunque no expresa simbdélicamente la funcion matematica, interpreta con
claridad las relaciones funcionales subyacentes. El uso de GeoGebra junto con comparaciones entre
registros y su capacidad para razonar visualmente le permiten desarrollar una comprension
significativa acerca del problema de optimizacidn; todo esto esta alineado con los referentes
tedricos abordados en esta investigacion y evidencia un avance en su consolidacidon del

conocimiento matematico mediante transiciones entre distintos registros semiéticos.

Estudiante 5

1. Numérico = Grafico

El estudiante establece gréficamente la relacidn entre la base y el drea, asi como entre la
altura y el area. Reconoce correctamente que ambas graficas tienen una forma parabdlica y que
existe un punto en el que se alcanza el darea maxima (Ver anexo 25). Esta representacion le ayuda a
visualizar el comportamiento general de la funcidn, facilitando la identificacién del valor maximo sin
depender Unicamente de célculos (Ver anexo 26). Segiin Duval (1999), este enfoque grafico permite
entender una funcion en su totalidad, mas alla de valores individuales. Hernandez et al. (2017)
destacan que estas representaciones graficas favorecen la interpretacion continua del fendmeno

funcional y su analisis visual.

2. Numérico - Algebraico

Aunque el estudiante no formula una funcién simbdlica, identifica explicitamente relaciones
de proporcionalidad entre base y altura, deduciendo que el area maxima se produce cuando ambos
valores son equivalentes (Ver anexo 27). Estas observaciones reflejan una comprensién funcional
gue aun no se traduce en una expresion algebraica formalmente definida. Esta situacién es habitual
cuando los estudiantes fundamentan su analisis en regularidades observadas sin elaborar una

generalizacién simbdlica (Valiero et al., 2021; Pineda et al., 2021). Ademas, Tamayo (2006) advierte
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gue, sin una clara articulacién entre registros, la transicion hacia la formalizacidn simbdlica puede

guedar incompleta.

3. Grafico - Geométrico (GeoGebra)

En la modelacidn con GeoGebra, el estudiante reconstruye el escenario del papel doblado y
examina como varia el area al mover una esquina (Ver anexo 28). Compara esta representacion con
los datos tabulados y graficados previamente, reconociendo patrones similares. Este proceso
evidencia una coordinacidn entre los registros grafico, tabular y geométrico-dindmico. Como seiiala
Duval (1999), esta conversion valida que diferentes registros representan un mismo objeto
matematico. Navarro et al. (2016) indican que herramientas como GeoGebra promueven una
comprension funcional a través de la experimentacion visual, mientras Balcazar (2018) subraya su

valor como mediador para construir significados.

4. Geométrico - Numérico

El estudiante contrasta los resultados obtenidos en la simulacidn con los datos registrados
manualmente y concluye que, aunque hay minimas diferencias, el comportamiento general es
consistente (Ver anexo 29). Este paso muestra cdmo se convierte un registro visual-dindmico a uno
numeérico, lo cual permite validar resultados y fortalecer el sentido funcional del problema
planteado. Duval (1999) sostiene que esta verificacion entre registros es esencial para llevar a cabo
el transito semidtico. Por otro lado, Navarro et al. (2016), sugieren que estas comparaciones ayudan

a confirmar hipdtesis funcionales previamente formuladas.

5. Lenguaje Natural como mediador semiético

El estudiante emplea lenguaje natural para describir las relaciones funcionales entre
variables, justificar sus observaciones y reflexionar sobre la coherencia entre diferentes registros.
(Ver anexo 30) Aunque algunas expresiones son informales, cumplen con la funcion de conectar los

diversos registros utilizados. Tamayo (2006), menciona que el lenguaje natural permite al estudiante
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articular ideas matematicas aun no formalizadas adecuadamente. En linea con esto, Caicedo (2013),
destaca que este tipo de representacion favorece la conexién entre lo concreto, lo visual y lo

simbélico cuando aln se estd formando el pensamiento algebraico.

Conclusion

El Estudiante realiza el transito semidtico a través de los registros numérico, grafico,
geométrico y verbal. A pesar de no desarrollar una expresién algebraica formalizada, identifica
relaciones funcionales y valida sus observaciones mediante diversas representaciones. El uso de
GeoGebra fortalece su comprension visual y contribuye a consolidar su razonamiento funcional.
Estas acciones son coherentes con los referentes tedricos de esta investigacion, reflejando una
apropiacidn significativa del problema de optimizacion mediante un uso articulado de registros

semidticos.

Analisis General

Uno de los ejes centrales en el analisis de los cinco estudiantes es la manera en que
coordinan los distintos registros de representacidon semiética al abordar los problemas de
optimizacidon. Segun la Teoria de los Registros de Representacion Semidtica (TRRS) de Duval (1999),
comprender un objeto matematico no implica Unicamente operarlo dentro de un Unico sistema de
signos, sino reconocerlo, tratarlo y convertirlo entre multiples registros: algebraico, grafico,
geomeétrico, numérico y verbal. Desde esta perspectiva, el aprendizaje significativo de las
matemadticas requiere que el estudiante establezca correspondencias entre registros, es decir, que
no solo convierta una forma a otra, sino que mantenga el significado del objeto matematico durante

esa conversion.

En los casos analizados, se observé que la mayoria de los estudiantes presentaron una
coordinacion parcial entre registros, con fortalezas en los registros geométrico, grafico y numérico,
especialmente cuando utilizaron GeoGebra como herramienta de apoyo. Estos registros resultaron

mas accesibles para la exploracién inicial del problema, la identificacion de patronesy la
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visualizacidn de comportamientos funcionales (como maximos o minimos). Este proceso evidencia
una actividad de conversidon semiética, entendida por Duval (1999), como el paso de una
representacién en un registro a otra representacidon de un mismo objeto en un registro diferente, lo

cual es central para la comprension de conceptos matematicos.

Todos los estudiantes iniciaron con una tabulacién de datos (registro numérico), en la que
calcularon las areas resultantes a partir de distintas configuraciones del tridngulo rectangulo
formado al doblar una esquina del papel. Este paso inicial evidencia una comprensién funcional
basica del problema y una organizacion sistematica de datos que les permitio identificar

regularidades.

Posteriormente, todos realizaron una conversién grafica de esos datos: construyeron
representaciones en el plano cartesiano que mostraban la relacién entre una variable (por ejemplo,
la base del triangulo) y el area resultante. En todos los casos, los estudiantes identificaron que la
curva obtenida tenia forma de parabola y sefialaron correctamente la existencia de un punto
maximo, lo que revela que pudieron vincular visualmente la nocién de maximo relativo con la forma
geomeétrica de la gréfica. Esta habilidad indica un uso funcional del registro grafico, mas alla de una

simple reproduccion mecdnica.

El paso siguiente involucré el uso de GeoGebra para modelar el problema. Al manipular la
construccion geométrica dindmica del papel doblado, los estudiantes exploraron cémo cambia el
area al modificar la posicién de la esquina. Esta experiencia permitié conectar el comportamiento
geomeétrico visual del triangulo con los valores numéricos previamente tabulados y con las graficas
construidas. De esta forma, los estudiantes realizaron una coordinacidn entre el registro geométrico

(visual/dinamico), el grafico (grafica cartesiana) y el numérico (valores tabulados).

Este transito no solo fue una actividad mecanica, sino que en varios casos (como en el
Estudiante 1y Estudiante 4) se observé un proceso reflexivo en el que los estudiantes verificaban la

correspondencia entre representaciones, identificaban puntos clave (como el vértice de la parabola)
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y justificaban sus conclusiones a partir de la consistencia entre registros. Aqui se evidencia lo que
Duval denomina tratamiento y conversién integrados, lo cual es un signo de comprension

conceptual.

Ademas, desde la perspectiva del Enfoque Ontosemidtico (EOS), este transito representa un
proceso de asignacion de significados mediante la interaccidn con distintos sistemas de
representacién. GeoGebra funciond como un medio de exploracién semidtica, donde el significado
del objeto matematico no se derivé de una Unica representacion, sino de la convergencia
interpretativa entre varias. En palabras de Balcazar (2018), esta interaccion entre representaciones
externas y cognitivas configura un entorno donde el conocimiento matematico se construye

activamente, y no se transmite de forma estatica.

No obstante, se evidenciaron dificultades importantes en el registro algebraico, tanto en su
produccién como en interpretacion. Aunque el taller no solicitaba explicitamente la formulacién de
una expresion algebraica, se observd que, a pesar de que algunos estudiantes reconocieron la
naturaleza cuadratica de la relacién entre las variables y verbalizaron ciertas regularidades
funcionales, ninguno logro traducir estos hallazgos a una representacion simbdlica formal. Esto
concuerda con lo planteado por Valiero et al. (2021) y Pineda et al. (2021), quienes identifican como
frecuente este tipo de bloqueo en estudiantes que intuyen patrones, pero enfrentan dificultades

para formalizarlos algebraicamente.

Por ejemplo, el estudiante 1 afirma que la relacién es una parabola, y otros como el
Estudiante 3 o 5 mencionan que "el area es mayor cuando base y altura son iguales" o que “la altura
es la mitad de la base”, lo que indica que intuyen la forma funcional del comportamiento, pero no

logran formalizar esa intuicidn en términos algebraicos.

Este hallazgo es coherente con lo planteado por Duval (1998), quien sostiene que uno de los
principales obstaculos para el aprendizaje de las matematicas reside en la dificultad para efectuar

conversiones entre registros —especialmente hacia el registro algebraico, que requiere operar con

94



un sistema simbdlico abstracto y altamente codificado. A menudo, los estudiantes comprenden la
situacidn desde una perspectiva visual o numeérica, pero no logran realizar la traduccién a la forma

simbdlica sin perder el significado del objeto.

Desde el punto de vista de la TRRS, como sefalan Valiero et al. (2021), es comun que los
estudiantes reconozcan patrones y hagan inferencias funcionales sin desarrollar la habilidad para
construir expresiones algebraicas formales. Esta disociacion entre la comprensién intuitiva y la
expresion simbolica podria estar vinculada a una insuficiente coordinacidn entre registros, o a una
falta de significado asociado al lenguaje algebraico, que es visto frecuentemente como una técnica

aislada y mecanica.

Desde una perspectiva didactica, esta falta de coordinacién completa entre registros pone
de manifiesto que la produccidn y conversion entre representaciones no ocurre de manera
automatica, sino que requiere una intervencion explicita por parte del docente y una secuencia
didactica que guie dicho transito. Ademas, revela la importancia de tareas que demanden la

articulaciéon intencionada entre registros, y no solo su tratamiento aislado.

Asimismo, el uso de GeoGebra favorecié una comprensién funcional del problema, aunque
no necesariamente estructural. Es decir, los estudiantes comprendieron "cémo se comporta" el drea
al mover una esquina del papel, pero no todos pudieron generalizar ese comportamiento en
términos algebraicos. Esta diferencia entre la comprensién funcional (exploracién de lo que ocurre) y
estructural (capacidad de generalizar y simbolizar) es una distincién relevante desde el EOS y desde

la TRRS, y puede orientar futuras propuestas didacticas para equilibrar ambos aspectos.

Desde el enfoque del Enfoque Ontosemiético del Conocimiento Matemitico (EOS),
GeoGebra actia como un artefacto semidtico institucional que los estudiantes incorporan en su
practica. Su valor no reside Unicamente en lo que muestra, sino en como es interpretado por
quienes lo utilizan. En los cinco casos, se observd que los estudiantes atribuyeron sentido al

problema a partir de la interaccién con el software, estableciendo relaciones entre las variaciones
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observadas y los conceptos matematicos implicados (como el vértice de la parabola, el punto de
area maxima, o la proporcién base-altura). Esto indica que, al menos en los registros visuales y
numéricos, GeoGebra potencié la produccidn de significados contextualizados, lo cual se alinea con

los principios del EOS.

Por otra parte, en términos didacticos, GeoGebra ayudé a transformar el rol del estudiante.
En lugar de adoptar una actitud pasiva, los participantes tomaron decisiones, formularon conjeturas
y validaron activamente sus ideas. Este tipo de participacion, que permite la construccién de
conocimiento mediante la interaccion y la exploracidn, es uno de los principales aportes del
software, como también lo destacan Portillo et al. (2019) y Cérdoba et al. (2015). No obstante, para
gue esta actividad sea significativa, debe estar mediada por tareas bien disefadas que obliguen al
estudiante a transitar entre registros y a reflexionar sobre lo que ve, lo que representa y lo que

significa.

En conclusién, los hallazgos de esta investigacion destacan la importancia de disenar
experiencias educativas que promuevan el transito entre registros semiéticos, el uso significativo de
herramientas tecnoldgicas y la integracién de enfoques tedricos que comprendan el aprendizaje
matemadtico como una actividad situada, contextualizada y semiéticamente mediada. Esta mirada
permite repensar las practicas de ensefianza de las matematicas, no como transmisiones de

técnicas, sino como procesos de construccién colectiva de significados.

CONCLUSIONES

Las conclusiones presentadas buscan responder al objetivo de la investigacion mediante el
disefio de una propuesta didactica que facilitara el transito de los registros de representaciones
semidticas de los objetos matematicos relacionados con la resolucién de problemas de optimizacién,
mediante el uso efectivo del software GeoGebra. A partir de los resultados obtenidos y el analisis de
la experiencia realizada con los estudiantes, se presentan a continuacion las conclusiones que dan

cuenta del objetivo y los hallazgos de investigacién.
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En ese sentido, se hizo uso de una metodologia cualitativa, utilizando como un instrumento
un taller aplicado a estudiantes de grado undécimo. Se buscé generar condiciones para analizar las
formas en que los estudiantes transitan entre los registros numéricos, graficos, geométricos,
algebraicos y verbales. Asi, las conclusiones integran la propuesta respondiendo al objetivo y los
aspectos relevantes del trabajo, ofreciendo una visién comprehensiva del impacto pedagdgico,
didactico y tedrico sobre el aporte que representa en el campo de la educacién la matematica

contemporanea.

Primeramente, se establecen contribuciones desde el disefio didactico y el uso de GeoGebra,
pues permitid una aproximacion progresiva y significativa a los conceptos abordados en la
optimizacidn matematica. Para ello, se resalta la manipulacién concreta del papel, la tabulacion de
datos, la representacion manual y digital, y el andlisis verbal de resultados como diferentes procesos
gue permitieron una secuencia coherente que promovio en los estudiantes el transito entre los
registros semidticos. Como bien lo menciona Duval (2006) los obstaculos de los aprendizajes en las
representaciones se desarrollan por la dificultad de la diversificacion de los registros de

representacién semidtica y la coordinacién de los registros.

En esa linea, GeoGebra jugd un papel importante en el proceso, siendo una herramienta que
les permitia a los estudiantes visualizar, manipular y validar los resultados con un enfoque
exploratorio y funcional. En efecto, la herramienta comprendié articulacion de lo geométrico, y lo
grafico, facilitando la comprensidn de la estructura funcional detras del problema. Por ende, se
comprobé que el uso de GeoGebra no puede verse de manera aislada, e incluso de las TIC en si
mismas, ya que son herramientas que articulan didacticas y secuencias que complementan la
educacion tradicional. En este caso, se hizo uso de varias estrategias de andamiaje, incluyendo
actividades previas de manipulacién concreta, seguida de representaciones graficas, lo que permitio
que los estudiantes por sus propios medios construyeran una comprension de los conceptos de

variacion, pendiente y maximos o minimos, para después ser graficados y profundizados con
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herramientas tecnoldgicas. Este enfoque fomenta un aprendizaje activo y significativo, alejandose de

modelos tradicionales centrados Unicamente en la transmision de contenidos.

La investigacién evidenciod que el transito entre registros no es lineal, requiere de
andamiajes y acompafamiento mediante una guia basada en la educacion horizontal, donde se
potencie los conocimientos de los alumnos y se tenga en cuenta sus capacidades para hacery
consolidar un conocimiento colectivo. Esto incluye la formulacién de preguntas orientadoras, la
retroalimentacién del docente y el uso del lenguaje verbal. El taller se destacé como un recurso
potencializador, pues los estudiantes lograron enlazarlo con su diario vivir y cotidianidad,
transformando el ejercicio en una herramienta que se externalizo y promovid otros espacios de
conocimiento. De igual forma, el lenguaje permitié establecer puentes entre registros,
constituyéndose en un vehiculo clave para acceder al significado matematico. Este hallazgo refuerza
la importancia de incluir explicitamente la argumentacion y la comunicacién matematica como ejes
estructurantes del curriculo. Asimismo, se constaté que los registros no deben abordarse de forma
aislada, sino como un sistema integrado que permite multiples formas de validacion y exploracion

del objeto matematico.

De esa manera, la propuesta didactica planteada en esta investigacidon se basa en un taller
gue propicio el transito entre los distintos registros de representacidon semidtica. En primer lugar,
desde ejercicios base cercanos a los estudiantes, luego desde la realizacién de los ejercicios de
manera concreta, y luego con recursos como GeoGebra, la cual favorecié la interaccion dindmica de
las representaciones. El taller disefiado y aplicado mostrd ser pertinente para motivar en los
estudiantes la exploracidn activa de los conceptos de optimizacién. En especial, las fases de
manipulacion manual del problema (plegado de papel), la simulacidon grafica en GeoGebra y el
analisis de las relaciones funcionales permitieron evidenciar cdmo se facilita la comprension del
objeto matematico cuando los registros no se trabajan de manera aislada, sino de forma coordinada

y complementaria.
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Se contribuye asi al fortalecimiento de competencias como el pensamiento variacional, el
razonamiento funcional y la modelacidn, a través de problemas contextualizados y actividades que
integran lo concreto, lo visual y lo simbdlico. La eleccidn de un problema de optimizacidén con
contexto manipulativo y cercano a la realidad escolar respondié a la necesidad de situar las

matemadticas en experiencias significativas que conecten con el entorno del estudiante.

La investigacién aporta a la ensefianza y aprendizaje de las matematicas al proponer un
modelo didactico fundamentado en la Teoria de los Registros de Representacion Semiética (Duval) y
el Enfoque Ontosemidtico del conocimiento matematico (EOS). Esta propuesta promueve el transito
entre registros semidticos mediante el uso de TIC y actividades contextualizadas, que favorecen una
participacién del estudiante en la construccién del conocimiento. Asi, se impulsa una ensefanza
significativa en la que el alumno explora, representa, argumenta y valida ideas desde multiples
perspectivas, desarrollando habilidades como la visualizacién, la interpretacion funcional y la

modelacién.

Para el docente, se ofrece orientaciones centradas en tres ejes: (1) el disefio de tareas
didacticas que integren situaciones contextualizadas y abiertas, donde los estudiantes puedan
explorar distintas formas de representacion; (2) la incorporacion de recursos tecnolégicos como
GeoGebra, articulados con propdsitos pedagoégicos claros que permitan visualizar, experimentar y
validar conceptos matematicos; y (3) el fortalecimiento del pensamiento algebraico mediante
actividades que promuevan la traduccidn, conversién y coordinacidén entre registros semidticos. Se
trata de una practica reflexiva que exige un rol mas activo del profesor como mediador cognitivo y
disefiador de experiencias de aprendizaje, capaz de generar ambientes dindamicos donde se privilegie
la indagacidn, el error como oportunidad y la evaluacién formativa como acompanamiento real del

proceso.

En conclusidn, este trabajo ha permitido una sistematizacidn de los procesos de transito

semidtico en problemas de optimizacion, apoyados en el Enfoque Ontosemidtico y la teoria de
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Duval. En igual sentido, la triangulacién de datos mediante observacién directa, produccién
estudiantil y simulacion digital permitié un andlisis profundo y coherente de las practicas de los
estudiantes, estableciendo un modelo replicable y adaptable para futuras investigaciones o

intervenciones didacticas que busquen integrar tecnologias digitales al aprendizaje matematico.

Finalmente, esta propuesta constituye un aporte al campo de la didactica de las
matemadticas, con implicaciones practicas y tedricas relevantes para la mejora de los procesos de
ensefianza y aprendizaje en el nivel de educaciéon media. De igual forma, se invita a repensar la
formacion docente, la integracion efectiva de la tecnologia, y la necesidad de una educacion
matematica centrada en la comprension, la argumentacién y la construccion de sentido. También, a
reflexionar sobre el trabajo docente, donde se abren nuevas lineas de investigacion en torno al
analisis de las trayectorias de aprendizaje, siendo un papel guia en la conversidon entre registros y el
disefio de secuencias didacticas multimodales que respondan a los retos del contexto educativo

actual.

RECOMENDACIONES

A partir de los resultados obtenidos, se identificaron tanto logros como retos en el proceso
de transicién entre diferentes registros de representacion por parte de los estudiantes. Aunque se
observan progresos en la transicidén entre los registros numérico, grafico, geométrico y verbal, adn
existen dificultades en la formalizacién simbdlica, especialmente al avanzar hacia el registro
algebraico. Ademas, la incorporacidn de herramientas tecnolégicas como GeoGebra se establece
como un recurso didactico eficaz para investigar, validar y profundizar en el razonamiento funcional.
En este contexto, con el objetivo de contribuir a la practica docente y al disefio de propuestas
didacticas que fomenten una comprension mas sélida de los objetos matematicos, se presentan a

continuacién algunas recomendaciones:

Disefiar secuencias didacticas que faciliten la transicion entre diferentes registros: Los

talleres deben incluir de manera explicita actividades que requieran a los estudiantes moverse entre
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lo concreto, lo visual, lo simbélico y lo verbal, con el objetivo de fortalecer la comprensién del objeto

matematico.

Incorporar tecnologias como GeoGebra desde un enfoque exploratorio y reflexivo: Mas alla
de su aplicacidn técnica, esta herramienta debe ser utilizada para apoyar la validacidon de conjeturas,
facilitar la visualizacién funcional y permitir comparaciones entre distintos registros, promoviendo

asi una experiencia matematica significativa.

Fomentar el uso del lenguaje como herramienta para el aprendizaje.
El docente debe estimular la argumentacidn verbal y la descripcidon de procesos como estrategias
para conectar representaciones, justificar procedimientos y construir significado, especialmente en

aquellos estudiantes que aun no han formalizado sus ideas simbdlicamente.
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Anexo 1. Tabulacién numérico estudiante 1.

ANEXOS

1. Cambie de posicién la esquina de la hoja (E) sobre el largo de esta Yy registre como minimo 10

datos a partir de los trian,

¥

ulos rectangulos generados

=08 gt 5 e L o A e Al e g {5

Base 6 34 ] 28 | L8 q,g 0¥ [ WF | /4423 T4

e [0 [ 499 |49 | %] %6 [T8 B |32 |25 Mo

7 q}qu b %’46 423 459¢ 450 4467@4&

02 cas Ll gs T g Loz 9y, =gy ] uz‘.’7

A | Ao | R4 49.6-| Fo | TL | T2 33 137 €1 [ ¢o
Area [ 90 | 349 [234 |94 [uz 1 [44,28] 459 44 ,( u45—4~‘2,7
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Anexo 2. Gréfica estudiante 1.
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o ] i 1 { ’ ‘ '31:”:: 25,"!?“%#
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8. Alobservar la gréfica 1 que rolaciona la base y el drea. jQué tipo de funcién parece ser?
4Qué informacion pmomonn I grifica som ol drea méxima?

Ly olach it o b v o dus o J--dmw& IMQ«C-M@‘

Paua ue fmcgy ciodialica. sl “% ?m ¢ % tidwco
ool pedld wth ollo & lo por

b. Al analizar la gréfice 2 que relaciona la altura y el deea. LCOMo 86 comporta el drea &
medida que cambia la attura?
i« |g Mudm ﬁ |ﬂ QHUIO dlsﬁl '&Q MMJO‘, )
deeir,_wu_iaWiesomaate ,P‘”[W‘GW\ V)

c. ;Qué relacion existe entre la grafica 1y 2 respecto al drea maxima? ;Cémo se relacions
\as medidas de la base, Ia altura y ol drea?
&Lum.« e eyishh HT M_A.nﬂfo ly £ odico o P
teho ' d 4 e % ot~ Pt
. Pore iyl v oy of Wifia

4 lo pq«Ma

Anexo 3. Expresion algebraica estudiante 1.
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Anexo 4. Uso de GeoGebra estudiante 1.

4. Teniendo encuenia la simulacion en GeoGebra, responda las sigutentes preguntas

a. CAmo se comparan los valores de la base y 1a attura del tridngulo obtenidos en la simulacidn de
GeoGebra con los registrados manualmente?

: gl aon mm{lduo Ml’woow:-nh

_fmpgu.xa naley

b. (Camo describirias el cambio &n &l drea del rldngulo conforme se desliza 18 esquing en La
simulacion de GeoGebra? (Coincide asta vaniacitn con las axpectativas basadas en los datos

lo_quneale  haoto C'.u'o valar (439

) 10 by sn | wxbnnm P
_qnlo_ol,.i_d_o_m_mre A :

c. Al observar la relacion entre los valores de Lo base y el drea en la tabla, Lqué patién se

puede identificar? (Hay un punto en que el 4res aumenta y luego empioza o disminulr
conforme cambin \a base?

Mba Volowg g lo bar 5e l’"rd! “ofvmor gk QU"M"M

Uni meal g0 dwo QUmerio h pomedid

uaddden o boge fomg ol Wlot s 113 o Fro
tofitdo o diomavif

d. Al comparar la gréfica con los datos tabulares, zes el punto de 4rea maxima el mismo?

LQoé tan precisa es esta representacion gréfica respecto a los datos manusles?
‘3 1y tn

L o letobla y g Gm‘jlm L patod du jx\mo
» 0, DI § Uegt Viry
1 g

e. ¢(Qué pasaria sl se cambia el tamaio de la hoja (por ejemplo, usando papel tamafio oficio
enlugar de canta)? a,cémo afectaria esto al drea mtxlma datuunmlo lormdo?a,PorM?




Anexo 5. Datos numéricos estudiante 1.

d. Al comparar la grifica con los datos tabulares, zes el punto de drea mdxima el mismo?
c,Qué an precisa es esta representacion grafica respecto a los datos manuales?
1y o o tobla y_talo fufico J palod duy mdx\mo
’ D4 de ) AL il Legt Vory
AV g O\

Anexo 6. Lenguaje como mediador semiético estudiante 1.

£a la wudide £ I aliie disminye o duo amento o
deeir S nwmw{t pwloofc.'w\wa

Lo wlgeidn ;’u u;sf\ Cade [a._f,.aﬂco I}’" wdico [ 4
ho g o 0% m&mt % ot o Pete
) ] Poi il covo oy of Wiha

mas al\d
¢ lo_paidida

Anexo 7. Tabulacion numérico estudiante 2.

1. Cambie de posicién la esquina de la hoja (E) sobre el largo de esta y registre COmo minimo 10

datos @ par:r de lo;trléngul(;: rectén::los ger:rados. X X ¥ * ]
Bese | 8,2 [136|1@84|lu6| 44115 |1a5] 25| AL 132

Rea | 7, 1843,52/24 84 4466 | 22,88| 28,25 15, 6| 13,3 Q04| 32,68
v W ¥ ¥ K.y -E P W
awe | q 2] 64| 2 ¥ FF104] 5 L] 1,6]103 8828
Aea | 2@ 18]43,5] 24,8444, 66| 22,88 1, 25]15, 6| 13,3 | H0,04[ 32,68
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Anexo 8. Grafica estudiante 2.
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a. Al cbservarla grifica 1 que relaciona la base y el drea. ;Qué tipo de funcidn parece ser?
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{ -eum:.
'.“ﬁ'—or' | lo hose 5“'5 :Eiln  Lieng
el deea maxima

B, Al anslizar la grifica 2 que relaciona 1a altura y el &ea. ;COmo se componta el deea a8
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Anexo 9. Expresion algebraica estudiante 2.
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Anexo 10. Uso de GeoGebra estudiante 2.

4, Teniendo en cuenta la simutacidn en GeoGebra, respenda s sigulentes progunas:
0. JGAmo sa compann kos ulores e L Daso ¥ 18 sltues del Indngulo cdtenidos wn be si
GecGaten 0on 103 registeados manualmente?

iy ibirias el combio en el tes dal Iridngulo conforme s» desliza in ssquine en (o

simulaokn de OeoGabra? (Concide ests varincidn con las cepectativas basadas on los datos
munudies?

c. Al observar la relacion entre Los valores de ta base y ol drea en la tabla, zqué patrén se
puede identificar? ;Hay un punto an que el drea aumenta y lwego empieza a disminuir

conforme cambia la base?

21, confopme la base cambin el agen lamhien
‘ da i y [ di s
dalos

d. Al comparas la grifice con los datos tabulares, jes el punto de drep mdma el mismo?
£Qué tan procisa o5 esta represemacion granca respecto a los datos manuales?

D%

o. (Qué pasaria si 38 cambia ol tamadio de 1a hoja (par sjemple, usando papel tamano oficio
en lugar da cana)? LComo atectaria es10 8l 4rea maxima del tridngulo formado? ; Por qué?
-

v S AN DO omonNe MO _YNOQS allQing e,
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Anexo 11. Datos numéricos estudiante 2.

d. Al comparar ka grafica con los datos tabulares, ;os el punto de dreo mdxima el mismo?
iQué tan procisa s esta represemacion grafics respecto a los datos manuales?

A\ comparaglos, el punto maximo ex el mamo.
l ‘ s ’

o %A masasia ol sa ramhia ol tnmadin da la haia (par slemolo. usando paoel tamano oficio

Anexo 12. Lenguaje como mediador semidtico estudiante 2.
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Anexo 13. Tabulacion numérico estudiante 3.
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Altura b,c«f “J 80‘ 8[90'\5) 50“ 2) SMQI"% 80"“ 10)50"‘ 1’8L\§ C‘lqyr,‘\
e e 43 |33 AL [105erf2 Blon [Maw [ [23461 (43,3300 31100

114



Anexo 14. Grafica estudiante 3.

a. Al ohearvar |8 grafica 1 gue relacions 1a base y el &fea, $Qué tipo de funcidn parece ser?
1004 Infoemacion propoeciona W gratica sobre el drea maxima?
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b. Al analizar I8 gréfica 2 qua selaciona La altura y el drea, ;COMO se compona el drea a
medida que cambia \s auea?
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o, (Qué relacion existe emra b gréfics 1y 2 respacto ol dres maxima? ;Como se relacions
\ss Medidas 66 13 baso, 1o altura y el deea?
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Anexo 15. Expresidn algebraica estudiante 3.
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Anexo 16. Uso de GeoGebra estudiante 3.

8. (CAmo se comparan los valoms da la base y e altues dal 1rdngilo obtenidos en la simulacidn de
GeoGebra con los registrades manualmente?
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b. (Cémo describifias # cambio en el drea del tridnpulo condorme se desliza la esquine en 1a

simwincidn de GeoGebra? (Coincide ssta variacion con los expectotivas basedss en los dulos
manuales?
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Anexo 17. Datos numéricos estudiante 3.

d. Al comparar la gréfica con 105 datos tabulares, Zes el punto de 4rea mdxima el mismo?
2Qué tan precisa es esta representacion grafica respecto a los datos muwm?
€l Evnk_ﬂg G d mispe, pko 23 (WL op al divo m‘x-lg
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rim =l on b ot

Ao ddala hnia (anr al

A s rAn nannl fAn nficio

Anexo 18. Lenguaje como mediador semidtico estudiante 3
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Anexo 19. Tabulaciéon numérico estudiante 4.

datos a partir de los tridngulos rectangulos generaaos.
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Anexo 20. Grafica estudiante 4.
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0. Mobsarvar ls gedfics 1 que relecions s Base v ul dres. (Qué Upo da fencikdo paoce ser?
nmmmummummﬂmﬂ
0 1

e el fuito de dienmanaaeddseca de W,
5. M analizar W grafca 2 que salpciona Is alturs y #i dewe. (Cémo a8 comports o 020 @
wamuunomhm

LQué releciin exivie entre b geifica 1y 2 sespecto Al dres mibsdma? (CSmo se relaciona
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Anexo 21. Expresidn algebraica estudiante 4.
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Anexo 22. Uso de GeoGebra estudiante 4.
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Anexo 23. Datos numéricos estudiante 4.

d. Al comparar la gréfica con los datos tabulares, Jes el punto de drea mdxima al mismo?
LQué tan precisa es esta nmmaclén grafica respecto a los datos manuales?
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Anexo 24. Lenguaje como mediador semidtico estudiante 4.
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Anexo 25. Tabulacion numérico estudiante 5.
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Anexo 26. Grafica estudiante 5.
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2. Al observar la gréfica 1 que relaciona la base v @l drea. (Qué tipo de funcidn parece ser?
iQué Informacitn proparcions la grafica sobre & drea manima?
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Anexo 27. Expresion algebraica estudiante 5.
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Anexo 28. Uso de GeoGebra estudiante 5.
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8, (C6mo se compamn l0s volores de [a bass y In situcs ded tridnpulo obitanidas #n La senulacdn de
GeoGeea con los repetrodos manualmene?
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B, (Cémo descnbirias e combio en ol drea del indngulo conforme 3¢ desiza o eaquing en la

simutacidn de GeoGebr? (Coincide esta varission con las expactatives basadas en los datos
manuoies?
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Anexo 29. Datos numéricos estudiante 5.

d. Al comparna 1a grafice con los datos 1abulsres, Les el punto de drea mdxima et mismo?
£Qué tan precisa s esta represeNLacion grafics reapecto & Los datos manusies?
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Anexo 30. Lenguaje como mediador semidtico estudiante 5.
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